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"I am a child of the forest 
No roof covers the spot where I was born 
Old oaks and beeches shade its solitude and grass grows upon it 
The first song I heard was of the birds of the forest 
My first surroundings were trees 
Thus, my birth determined my calling!". 





A floresta tropical Amazônica é estimada como uma  das florestas com a maior 
diversidade de espécies florestais do planeta, algumas delas de interesse comercial 
devido à qualidade e ao alto valor de sua madeira, razão pela qual se requer bons 
estimadores biométricos para embasar um bom planejamento e uma exploração com 
o mínimo impacto. O Manejo Florestal Sustentável de áreas específicas sob regime 
de concessão deve ser subsidiado por estimadores biométricos acurados. Assim, o 
presente trabalho teve como objetivo geral avaliar, analisar e comparar métodos de 
ajuste de estimadores de altura total, afilamento e volume comercial, quanto ao 
desempenho e a consistência biológica de suas estimativas para espécies 
comercialmente exploradas na floresta Amazônica brasileira. Os dados foram 
provenientes de uma unidade de produção anual (UPA), localizada na Floresta 
Estadual do Antimary — Acre (FEA), onde foram coletadas informações de diâmetro 
a 1,3 m do solo (d), diâmetro a altura de referência (dr), quando as árvores 
apresentavam sapopemas, altura total, coletada utilizando a tecnologia LIDAR (Light 
Detection And Ranging), altura comercial, identificação dos indivíduos aonível de 
espécie e cubagem pelo método de Smalian. Para a estimativa das alturas totais, foi 
utilizado um modelo hipsométrico, cuja calibração foi realizada utilizando duas 
estratégias diferentes, sendo: i) método determinístico; e ii) método dos mínimos 
quadrados não-lineares. Para a modelagem do perfil dos fustes, foi empregada a 
metodologia de regressão não-paramétrica de Kernel (RKDE) e comparada com 
modelos paramétricos tradicionalmente utilizados para representar os perfis dos 
fustes. O volume comercial foi obtido utilizando um estimador por razão, com base no 
diâmetro e na altura total e comparados com estimadores por regressão. A utilização 
da estratificação em dois estágios foi aplicada com o intuito de reduzir o erro padrão 
da estimativa e, como consequência, auxiliar na correção da heteroscedasticidade dos 
resíduos, os dados foram estratificados em dois níveis, o primeiro por estrato 
diamétrico e os segundo por quociente do estimador por razão. A análise 
discriminante foi utilizada para agrupar as árvores a posteriori. A equação 
hipsométrica de Naslünd (1936) foi selecionada, tendo a estratégia de ajuste pelo 
método determinístico gerado o melhor resultado, com melhores propriedades 
estatísticas e biológicas na predição de alturas totais. A estratificação dos dados em 
dois níveis, para reduzir o erro e corrigir problemas de heteroscedasticidade dos 
resíduos, apresentou bons resultados, e os estimadores obtidos por razão foram 
resultados mais precisos do que os estimadores obtidos por regressão para todos os 
estratos diamétricos. 
 
Palavras-chave: Modelos não-lineares. Estimador por regressão. Modelagem não-






The Amazon rainforest is estimated to be one of the forests with the greatest 
diversity of forest species on the planet, some of which are of commercial interest due 
to the quality and high value of its wood, which is why good biometric estimators are 
required to support good planning and exploration with minimal impact. The 
Sustainable Forest Management of specific areas under a concession regime must be 
subsidized by accurate biometric estimators. Thus, the present work had the general 
objective of evaluating, analyzing and comparing methods for adjusting total height, 
tapering and commercial volume estimators, regarding the performance and biological 
consistency of their estimates for commercially exploited species in the Brazilian 
Amazon forest. The data came from an annual production unit (UPA), located in the 
State Forest of Antimary - Acre (FEA), where information was collected on diameter 
1.3 m above ground (d), diameter at reference height (dr ), when the trees presented 
sapopemas, total height, collected using LIDAR (Light Detection And Ranging) 
technology, commercial height, identification of individuals at species level and scaled 
by the Smalian method. To estimate the total heights, a hypsometric model was used, 
whose calibration was performed using two different strategies, being: 1) deterministic 
method; and 2) nonlinear least squares method. For modeling the stem profile, the 
Kernel non-parametric regression methodology (RKDE) was used and compared with 
parametric models traditionally used to represent the stem profiles. The commercial 
volume was obtained using a ratio estimator, based on the diameter and the total 
height, and compared with estimators obtained by regression. The use of two-stage 
stratification was applied in order to reduce the standard error of the estimate and, 
consequently, assist in correcting the heteroscedasticity of the residues. The data were 
stratified at two levels, the first by diameter classes and the second by the ratio 
estimator. The discriminant analysis was used to group the trees a posteriori. The 
hypsometric equation of Naslünd (1936) was selected, and the adjustment strategy by 
the deterministic method generated the best results, with better statistical and 
biological properties in the prediction of total heights. The stratification of the data in 
two levels to reduce the error and correct problems of heteroscedasticity of the 
residues, presented good results, and the estimators obtained by ratio were more 
accurate than the estimators obtained by regression for all diametric strata. 
 
 
Keywords: Nonlinear models. Regression estimator. Non-parametric modeling. Ratio 
estimator. Timber forest management. 
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1 INTRODUÇÃO  
 
As florestas naturais constituem um recurso potencialmente rico em produtos 
madeireiros e não-madeireiros, exigindo melhores técnicas de manejo para garantir a 
sua sustentabilidade. Devido à constante procura por matéria-prima e a necessidade 
da preservação das formações florestais naturais ainda existentes, há a exigência de 
informações concretas e precisas a respeito de características da floresta, como: i) 
altura (NIKLAS, 1994; CHAVE et al., 2005; FELDPAUSCH et al., 2011; LÓPEZ-
MARTÍNEZ et al. 2019); ii) volume (NUNES et al., 2010; VER PLANCK; 
MACFARLANE, 2014; LYNCH et al., 2017; LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 2019); e iii) 
sortimento (KOZAK et al., 1969; ZAKRZEWSKI, 1999, 2009, 2011; MACFARLANE; 
WEISKITTEL, 2016; TANG et al., 2017).  
As florestas tropicais desempenham papel crucial como meio de subsistência 
de milhões de pessoas que dependem diariamente de seus recursos, sendo o recurso 
renovável mais valioso e versátil que a natureza proporciona a humanidade (SOUZA; 
SOARES, 2013). Para isso, o manejo adequado de tais recursos constitui-se de um 
instrumento poderoso de desenvolvimento econômico, sendo decisivo no combate 
aos problemas sociais (CYSNEIROS, 2017). 
A Floresta Amazônica Brasileira é a maior floresta tropical intacta do planeta, 
representando aproximadamente 18% da área de floresta mundial (HANSEN et al., 
2010). Além disso, apresenta um grande número de espécies arbóreas com interesse 
comercial, havendo um considerável empenho em promover a sustentabilidade da 
produção (CUNHA et al., 2016; TER STEEGE et al., 2013, 2019). 
O uso dos recursos florestais é regido por instrumentos legais e políticas 
implementadas aos níveis federal e estadual, onde se destaca o Manejo Florestal 
Sustentável. Atualmente, um dos procedimentos técnicos para a execução de Planos 
de Manejo Florestal na Amazônia brasileira considera como referência um diâmetro 
mínimo de corte (DMC) de 50 cm, ciclos de corte mínimo de 25 anos e máximo de 35 
anos, e incremento médio de referência de 0,86 m³.ha-1.ano-1 atribuído a toda floresta 
(Instrução Normativa 5/2006).  
Na elaboração do Plano de Manejo Florestal Sustentável (PMFs), são 
solicitadas informações as quais ajudam a caracterizar a floresta, sendo algumas 




de difícil obtenção (altura total, volume comercial, volume total e biomassa), sendo 
assim a aplicação da modelagem estatística torna-se uma ferramenta útil. 
Dessa maneira, nos processamentos de inventários amostrais ou 100%, são 
realizadas estimativas de alturas totais e volume comercial em árvores individuais 
vivas, da unidade amostral ou da área total. Tais estimativas são derivadas de 
equações para árvores individuais, desenvolvidas visando fornecer valores acurados 
das estimativas.  
Os resultados obtidos para as equações de altura total são relevantes para 
modelos de volume e biomassa, assim como descrito por Chave et al. (2005), Arias-
Rodil et al. (2017) e Kearsley et al. (2017), e também para a caracterização 
fitossociológica da floresta. Os resultados obtidos para o volume são relevantes para 
modelos de crescimento e produção, quantificação de estoques e, em especial, para 
avaliação da viabilidade do plano de manejo.  
A utilização de modelos de afilamento em PMFs com a finalidade de 
determinar sortimentos em árvores comerciais de florestas tropicais ainda é muito 
restrita, devido a sua complexidade e baixa difusão entre os manejadores. Os 
resultados obtidos são relevantes para otimização das toras (matéria-prima), 
quantificação de multiprodutos e consequentemente na maior valorização da floresta 
em pé, assim como descrito por M’Hirit e Postaire (1985), Kozak (1988), Lappi (2006), 
McRoberts et al. (2015) e Kidombo e Dean (2018). 
Dado a alta variabilidade de espécies (TER STEEGE et al., 2013) alguns 
problemas são frequentemente encontrados na modelagem estatística de variáveis 
alométricas para florestas tropicais, como, por exemplo: i) a não linearidade entre 
variáveis dependentes e independentes; ii) ocorrência de heteroscedasticidade 
(PARRESOL, 1993); iii) a não normalidade dos resíduos (NUNES; GÖRGENS, 2016); 
e iv) a multicolinearidade entre as variáveis independentes (CORRAL-RIVAS et al., 
2007). 
Neste trabalho, serão tratadas as modelagens: i) das alturas totais, ii) do 
afilamento dos fustes; e iii) dos volumes comerciais de espécies com interesse 
comercial da floresta amazônica. Para tanto, foram tomados os cuidados necessários 
para que todos os pressupostos anteriormente citados não fossem violados.  
Nesse contexto, o presente trabalho foi estruturado da seguinte maneira:  




ii) Modelo alométrico para relação H/D em espécies comerciais na região 
Sudoeste da Amazônia brasileira; 
iii) Modelagem não-paramétrica do afilamento de árvores comerciais na 
região Sudoeste da Amazônia brasileira; 
iv) Estimadores por razão para volume comercial de espécies de interesse 
econômico da Floresta Amazônica brasileira 




As questões arguidas no presente trabalho compõem as seguintes hipóteses, 
que foram testadas por meio de dados coletados em área de ocorrência de Manejo 
Florestal de Impacto Reduzido na Floresta Estadual do Antimary — Acre:  
i) “Considerando o elevado número de espécies e, por consequência, a alta 
variabilidade de características morfométricas, o agrupamento de espécies por alturas 
potenciais possibilita aumentar a precisão das estimativas de alturas totais por 
indivíduo”.  
ii) “A equação hipsométrica ajustada pelo método determinístico pode ser 
aplicada para estimar as alturas totais das árvores comercialmente exploradas na 
Floresta Amazônica”. 
iii) “Dado à dificuldade em atender alguns pressupostos da análise de 
regressão e muitas vezes não conhecendo a forma do fuste, dificultando assim a 
utilização de modelos paramétricos, a regressão não-paramétrica pode ser utilizada 
para representar o perfil dos fustes de árvores comerciais da floresta Amazônica 
brasileira”. 
iv) “As estimativas da regressão de Kernel para representar o perfil de fustes 
de espécies de interesse comercial na região Sudoeste da Amazônia brasileira não 
diferem estatisticamente dos resultados obtidos por modelos paramétricos 
tradicionalmente utilizados para representar os perfis de fustes”. 
v) “Estimadores por razão podem ser aplicados às espécies da floresta 
tropical Amazônica com a finalidade de obter resultados precisos na estimativa de 
volume comercial para aquelas potencialmente comerciais, não diferindo das 




vi) “Na modelagem do volume comercial, a utilização da técnica de 
estratificação em dois estágios é eficaz para correção de heteroscedasticidade dos 
resíduos”. 
 
1.2 OBJETIVO GERAL 
 
Avaliar, analisar e comparar métodos de ajuste de estimadores de altura total, 
afilamento e volume comercial quanto ao desempenho e a consistência biológica de 
suas estimativas aplicada a espécies comercialmente exploradas na floresta 
Amazônica brasileira, visando gerar estimadores biométricos acurados para subsidiar 
o Manejo Florestal Sustentável de florestas sob regime de concessão. 
 
1.3 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 
 
Aplicar e avaliar a acurácia, visando a calibração de um modelo de regressão 
por meio das alturas potenciais utilizando método determinístico e comparar com 
método de ajuste dos mínimos quadrados não lineares, utilizando a estratificação dos 
dados por agrupamentos de altura potencial de espécies com interesse comercial no 
sudoeste da Amazônia brasileira. 
Aplicar e avaliar a precisão do método de regressão não-paramétrica de 
Kernel (RKDE) na predição de diâmetros em qualquer altura de árvores comerciais 
para uma floresta de terra firme na região sudoeste da Amazônia brasileira, bem como 
comparar as estimativas da regressão de Kernel com equações de regressão 
paramétrica tradicionalmente utilizadas. 
Aplicar e avaliar a precisão do estimador por razão visando a obtenção de 
estimativas de volume comercial de espécies com interesse econômico na região 
sudoeste da Amazônia brasileira e comparar o estimador de razão com equações de 
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2 MODELO ALOMÉTRICO PARA RELAÇÃO H/D EM ESPÉCIES COMERCIAIS 
NA REGIÃO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA 
ALLOMETRIC MODEL FOR H/D RATIO IN COMMERCIAL SPECIES IN 




Dada a carência de estimadores confiáveis de altura total para florestas 
tropicais, mais especificamente na Amazônica brasileira, este trabalho teve como 
objetivos testar um método de estratificação de dados por agrupamentos de altura 
potencial, visando gerar grupos espécies comercialmente exploradas na região 
sudoeste da Amazônia brasileira, calibrar um modelo de regressão por meio das 
alturas potenciais e aplicar método tradicional de ajuste de equação por análise de 
regressão não-linear. Para isso, duas hipóteses foram formuladas: i) o agrupamento 
de espécies possibilita aumentar a precisão das estimativas de alturas totais por 
indivíduo; e ii) a utilização do ajuste de equação hipsométrica por meio de método 
determinístico pode ser aplicado para estimar as alturas totais de árvores 
comercialmente exploradas na região sudoeste da Amazônia brasileira. O modelo 
utilizado para estimativa da altura total foi o descrito por Näslund (1936) e aplicado em 
árvores comerciais da Amazônia brasileira localizadas na Floresta Estadual do 
Antimary – AC, foi calibrado e ajustada a uma amostra de 213 árvores distribuídas em 
33 espécies. O método de ajuste determinístico utilizado, que pressupõe utilizar a 
altura potencial de cada grupo formado, mostrou-se consistente quando comparado 
com os resultados obtidos por estimativas via mínimos quadrados não-lineares 
(método tradicional). O ganho em precisão também foi alcançado ao aplicar o método 
de agrupamento por altura potencial. As equações ajustadas por ambas estratégias, 
quando aplicadas aos grupos formados, apresentaram melhores estatísticas de ajuste 
como de validação. Os estimadores resultantes dessas estratégias mostraram-se 
adequados para predizer as alturas totais de espécies comerciais da Amazônia 
brasileira, porém a mais indicada é a Estratégia I, ou seja, utilizando o método 
determinístico.  
 
Palavras-chave: Altura potencial, Método determinístico, Relação hipsométrica, 







Given the lack of reliable total height estimators for tropical forests, more 
specifically in the Brazilian Amazon, this study aimed to test a method of stratifying 
data by potential height clusters, aiming to generate groups of commercially exploited 
species in the southwest region of the Brazilian Amazon, calibrate a regression model 
by means of potential heights and apply the traditional method of equation fitting by 
nonlinear regression analysis. For this, two hypotheses were formulated: 1) the 
grouping of species makes it possible to increase the precision of the estimates of total 
heights per tree; and 2) the use of hypsometric equation fitting using a deterministic 
method can be applied to estimate the total heights of trees commercially exploited in 
the southwest region of the Brazilian Amazon. The model used to estimate the total 
height was that described by Näslund (1936) and applied to commercial trees in the 
Brazilian Amazon located in the State Forest of Antimary – AC. It was calibrated and 
fitted to a sample of 213 trees distributed in 33 species. The deterministic fitting method 
used, which assumes using the potential height of each formed group, proved to be 
consistent when compared with the results obtained by estimates via non-linear least 
squares (traditional method). The precision gain was also achieved by applying the 
potential height grouping method. The equations adjusted by both strategies, when 
applied to the formed groups, presented better fitting and validation statistics. The 
estimators resulting from these strategies proved to be adequate to predict the total 
heights of commercial species in the Brazilian Amazon, but the most suitable is 
Strategy I, that is, using the deterministic method. 
 
Keywords: Potential height, Deterministic method; Height/diameter 







Nos povoamentos florestais plantados e nativos, as relações lineares entre 
variáveis alométricas são raras, as relações não-lineares são mais comumente 
encontradas  (PAYANDEH, 1983; THOMAS, 1996; FELDPAUSCH et al., 2012; 
KEARSLEY et al., 2013; DUAN et al., 2018). No entanto, a análise de regressão, seja 
ela linear ou não-linear, expressa uma relação funcional entre uma variável 
dependente e uma ou mais variáveis independentes, sendo que, por meio dessas 
relações, algumas variáveis dendrométricas, tais como altura, diâmetro, volume e área 
transversal, podem ser estimadas (PRETZSCH, 2010).  
Essas relações não-lineares entre variáveis podem ser transformadas em 
uma forma linear, para que a análise de regressão linear possa ser aplicada 
(PAYANDEH, 1983; VANCLAY, 1994; PORTÉ e BARTELINK, 2002; PRETZSCH, 
2010). Porém, tais transformações podem ocasionar algum tipo de alteração nas 
variáveis medidas e em suas relações, o que pode resultar em distorções quando as 
estimativas de regressão são retransformadas à escala original (PRETZSCH, 2010). 
Modelos de relações altura h  e diâmetro a 1,3 m do solo d  são 
ferramentas úteis que auxiliam no ganho de precisão nas estimativas de volume, 
biomassa e teor de carbono acima do solo em florestas tropicais (CHAVE et al., 2005; 
ARIAS-RODIL et al., 2017; KEARSLEY et al., 2017). Essas relações foram estudadas 
por diversos pesquisadores, como, por exemplo, Thomas (1996),  Nogueira et al. 
(2008), Khadka et al. (2015) e Vibrans et al. (2015). 
Os dados de altura total th  em florestas nativas são medidas biométricas de 
difícil acesso, devido aos altos custos operacionais e financeiros para obtê-los, 
especialmente em florestas tropicais (FELDPAUSCH et al., 2012; HUNTER et al., 
2013; LARJAVAARA e MULLER-LANDAU, 2013). Considerando que a medição de d  
é obtida com menos custo e maior precisão quando comparada com a altura e 
existindo uma estreita relação entre essas duas variáveis, equações hipsométricas 
podem ser utilizadas para estimar as alturas (PRODAN, 1968). 
Segundo Thomas (1996), a altura potencial ph  é uma medida que 
possibilita descrever a variação interespecífica de um povoamento, visando quantificar 
e agrupar a variação das alturas das árvores como uma varável contínua. Porém, as 




(TROREY, 1932; CURTIS 1967; HUANG et al., 2000; SAUNDERS e WAGNER, 
2008); b) propriedades do solo (HEINEMAN et al., 2011; URBAN et al., 2013; AIBA e 
KITAYAMA, 2015); c) desenvolvimento do povoamento (CURTIS 1967; HOLBROOK 
e PUTZ, 1989; KOHYAMA et al., 1990; HENRY e AARSSEN, 1999; STERCK e 
BONGERS, 1998; POORTER et al., 2003); e d) espécie (TER STEEGE et al., 2013; 
CARDOSO et al., 2017). 
Segundo Zimmermann (1983), certas relações alométricas tendem a 
aumentar ao longo do desenvolvimento das plantas, enquanto outras podem mostrar 
alguma assíntota na ontogenia da planta. O uso de uma função que representa uma 
curva sigmoide pode ser empregado para estimar o desenvolvimento em altura de 
árvores tropicais (NIKLAS, 1994), porém, os dados de crescimento em altura de 
florestas nos trópicos são escassos (THOMAS, 1996). Assim, é possível, por meio de 
um método determinístico, obter os parâmetros de um modelo estatístico utilizando 
alturas potenciais (NÄSLUND, 1936).  
Dada à carência de estimadores confiáveis de altura total para florestas 
tropicais, mais especificamente na floresta Amazônica brasileira, este trabalho teve 
como objetivos: 1) testar um método de estratificação de dados por agrupamentos de 
altura potencial; e 2) calibrar um modelo de regressão por meio das alturas potenciais, 
visando gerar um estimador por grupo de espécies comercialmente exploradas, bem 
como aplicar método tradicional de ajuste de equação por análise de regressão não 
linear. Para isso, duas hipóteses foram formuladas: i) o agrupamento de espécies 
possibilita aumentar a precisão das estimativas de alturas totais por indivíduo; e ii) a 
utilização do ajuste de equação hipsométrica por meio de método determinístico pode 
ser aplicado para estimar as alturas totais das árvores comercialmente exploradas na 
Floresta Amazônica. 
 
2.2 MATERIAL E MÉTODOS 
 
2.2.1 ÁREA DE ESTUDO 
 
A base de dados utilizada neste estudo é proveniente da Floresta Estadual do 
Antimary (FEA), localizada nos municípios de Sena Madureira e Bujari, estado do 
Acre, região sudoeste da Amazônia Ocidental Brasileira (68° 23′ W; 9° 13′; 9° 31′ S). 
Dentro dessa área, uma subárea de 483,72 ha foi selecionada, onde ocorreu a 
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exploração no ano de 2017 utilizando um modelo digital de exploração florestal, 
descrito por Figueiredo, Braz e Oliveira (2007). 
No censo executado na subárea, 213 árvores foram localizadas e 
selecionadas para exploração, utilizando dois receptores GPS Techgeo Zênite II L1 
pós-processado de alta sensibilidade. Foi tomada a posição precisa ( i  ≤ 15 cm) para 
cada indivíduo, dados estes que foram utilizados para coleta da altura total th  por 
meio do LIDAR (Light Detection And Ranging) (FERRAZ et al., 2012), a coleta foi 
realizada manualmente com o software FUSION/LDV, além das alturas totais também 
foram coletados dados de diâmetro a 1,3 m do solo d  ou acima das sapopemas
dr , altura comercial ch  e efetuada a conferência da identificação das espécies. 
 
2.2.2 ANÁLISE DA ESTRUTURA FLORESTAL 
 
As árvores medidas foram agrupadas em quatro classes de altura potencial 
ph , utilizando a maior altura registrada na literatura (LOUREIRO, 1979; LORENZI, 
1992; LORENZI, 1998; LORENZI, 2002; FERRAZ et al., 2004; SOUZA et al., 2005; 
ROZENDAAL et al., 2006; LORENZI e MATOS, 2008) para as espécies encontradas 
comercialmente exploradas, sendo então determinada as classes: 1) > 48,5 m, 2) 48,5 
 45,5 m, 3) 45,5  42,5 m e 4) ≤ 42,5 m. 
 
2.2.3 MODELAGEM ESTATÍSTICA DAS VARIÁVEIS DENDROMÉTRICAS 
 
As estatísticas descritivas para as variáveis analisadas d  e th  foram a média, 
o desvio padrão, a variância da média, o erro padrão (absoluto), o erro de amostragem 
relativo, o coeficiente de variação, o número de observações (PÉLLICO e BRENA, 
1997; ARAÚJO et al., 2018) e calculado o intervalo de confiança. O modelo 
selecionado para a realização da modelagem da altura total foi descrito por Näslund 
(1936), apresentado em (1). Tal modelo foi selecionado pela sua simplicidade, 
capacidade de expressar uma curva sigmoide (princípio biológico) e uso do d  como 









     (1) 
Em que: th  é altura total (m); d  é diâmetro a 1,3 m do solo (cm); a  e b  são coeficientes do modelo; e 
i  é erro da estimativa. 
 
Na Estratégia I, o modelo foi ajustado de maneira determinística, utilizando a 
metodologia descrita por Näslund (1936), no qual foram utilizados os valores 
assintóticos como descrito anteriormente. A metodologia utilizada segue: 
Determinação da assíntota apresentada em (2). 
2
1Assíntota ( ) 1,3ph b
     (2) 
Determinação do parâmetro b , apresentado em (5) da Equação (1): 
2
1 1,3phb










     (5) 
Conhecendo-se a altura de inflexão infh  (6), o diâmetro de inflexão infd  










b       (7) 
inf 2a d b       (8) 
Portanto, após determinado os valores de a  e b , é realizada a substituição na 





      (9) 
2
2 2 21,3 2t
dh
a bad b d
     (10) 









     (11) 







     (12) 
Na Estratégia II, o ajuste da função de Näslund (1936) foi efetuado utilizando o 
método dos mínimos quadrados não lineares (Non-linear least squares - NLLS) (13): 
,i i iy f x  1, ,i n     (13) 
Em que iy  é th ; ,if x  é uma função não linear continua, com forma conhecida (1), do vetor de 
variáveis explicativas ix d  e dos parâmetros desconhecidos 0 , 1  e 2  e i  é erro aleatório. 
 
Assumindo o modelo descrito na Equação (13), a estimativa de NLLS de , 







SQE y f x     (14) 
Para encontrar o estimador de NLLS é necessário fazer a diferenciação da 





   r=1,2,…,p








y f x    r=1,2,…,p  (15) 
Procedendo dessa forma, determina-se um sistema de p equações normais 
para a função de Näslund (1936). Esse sistema de equações normais gerado não 
pode ser resolvido analiticamente, de modo que é necessário a utilização de métodos 
iterativos. Para isso, neste trabalho foi utilizado o algoritmo Gauss-Newton, cujos 
valores dos parâmetros de entrada foram aqueles obtidos por meio da Estratégia I. 
Supondo que a  é uma aproximação da estimativa de NLLS ( ˆ ) de um 
modelo não linear e a  é o índice de iterações. Para  próximo de a , considera-se 
uma expansão em série de Taylor de primeira ordem como 
, , a a af x f x F  em que '
, ,i
j
f x f x
F . Definindo 
r  como sendo um vetor de resíduos, pode-se escrever 
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, a a ar y f x r F , em que a aF F . Substituindo 'r r  
em SQE  obtém-se Eq. (16): 
' 2 ' ' 'a a a a a a a a aSQE r r r F F F       (16) 
Portanto, Eq. (16) será minimizado quando 
1
' 'a a a a aF F F r . 
Assim, devido à aproximação a , a próxima é dada por Eq.(17): 
11 ' 'a a a a a aF F F r    (17) 
resultando no processo iterativo conhecido como Método de Gauss-Newton. O 
processo da Equação (17) é repetido até se obter a convergência.  
A qualidade do ajuste foi avaliado por meio das estatísticas: pseudo-
coeficiente de determinação 2r , o qual é dado pelo quadrado do coeficiente de 
correlação linear de Pearson r  entre os valores observados e estimados; erro 
padrão da estimativa em porcentagem %yxs ; análise gráfica dos resíduos 
padronizados .padR ; significância dos coeficientes de regressão, por meio de teste t 
de Student, ao nível de 95% de probabilidade; e critério de informação de Akaike 
(AIC). Além disso, para avaliar a aderência entre as estimativas obtidas pelas duas 
estratégias utilizadas, aplicou-se o teste de Qui-quadrado 
2
 ao nível de 95% de 
probabilidade. 
Com o teste de Qui-quadrado 
2
 não significativo para todas as 
combinações, foi possível obter as estatísticas de validação, por meio do: Viés (18), 
soma de quadrado do erro relativo (19) e resíduo percentual (20), conforme 
metodologia usada por Figueiredo-Filho et al. (1996), Souza et al. (2008), Bragg 
(2008), Costa et al. (2014), Temesgen et al. (2014), Mensah et al. (2018), e Péllico 
Netto e Behling (2019), cuja seleção da Estratégia mais adequada para a estimativa 
da altura total foi determinada pelo valor ponderado (21), ou seja, aquela com menor 
valor será a escolhida. Os ajustes e as estatísticas foram efetuados utilizando o 





































VP Nr P          (21) 
Em que: iy  é variável observada; ˆ iy  é variável estimada; N é número de observações; SEQR é soma 
de quadrado do erro relativo;  RP é resíduo em porcentagem; VP é valor ponderado; iNr  é número de 




Com os dados do censo, foram selecionadas as árvores com potencial 
madeireiro a serem exploradas, o que possibilitou efetuar o levantamento de suas 
alturas potenciais e posterior alocação delas dentro das classes de altura potencial: 
Classe 1: Dipteryx odorata (Aubl.) Willd. (Cumaru-ferro), Ceiba pentandra (L.) Gaertn. 
(Samauma-branca) e Couratari oblongifolia Ducke & Kunth. (Tauari); Classe 2: 
Pouteria sp. (Abiurana), Andira sp. (Angelim-coco), Cassia sp. (Bajão), Simarouba 
amara Aubl. (Caixeta), Anacardium giganteum W. Hancock. ex Engl. (Cajui), Qualea 
tessmannii Mildbr. (Catuaba), Amburana acreana (Ducke) A.C.Sm. (Cerejeira), 
Apuleia leiocarpa (Vogel) J. F. Macbr. (Garapeira), Barnebydendron riedelii (Tul.) J. H. 
Kirkbr. (Guaribeiro), Clarisia sp. (Guariuba), Hymenaea courbaril L. (Jatoba), Manikara 
bidentata subsp surinamensis (Miq.) T. D. Penn. (Maçaranduba), Pouteria sp. 
(Maparajuba), Escheweilera coriacea (DC.) S. A. Mori (Matamata-rosa), Terminalia sp. 
(Mirindiba), Não-Identificado (Não-identificado), Ceiba samauma (Mart.) K. Schum. 
(Samauma-vermelha), Platymiscium trinitatis Benth. (Violeta) e Sterculia pruriens 
(Aubl.) K. Schum. (Xixa); Classe 3: Aspidosperma vargasii A. DC. (Amarelão), 
Ampelocera ruizii Klotzsch (Cinzeiro), Copaifera sp. (Copaíba-preta), Handroanthus 
serratifolius (Vahl) S. Grose (Ipê-amarelo), Astronium lecointei Ducke (Maracatiara), 




(Mulungu); e Classe 4: Pouteria sp. (Abiu), Castilla ulei Warb. (Caucho) e Cedrela 
odorata L. (Cedro-rosa). 
As estatísticas apresentadas na TABELA 2.1 indicam que a variável th  
apresentou valores baixos de desvio padrão, tanto para os dados gerais quanto para 
os dados agrupados nas classes de ph . O coeficiente de variação cv%  variou de 
8,60% a 11,84%, enquanto o erro amostral mais elevado foi encontrado na Classe 3, 
de 3,64%. 
 
TABELA 2.1 - ESTATÍSTICAS DESCRITIVAS DAS VARIÁVEIS d  E th  PARA OS DADOS GERAIS E 
POR CLASSES DE ALTURA POTENCIAL EM ESPÉCIES COM INTERESSE 
COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 




s  rE  n 
d (cm) 
Geral 91,09 29,12 26,53 1,65 1,29 2,33 221 
1 107,35 31,99 34,34 32,76 5,72 9,01 38 
2 90,06 26,97 24,29 4,76 2,18 4,01 126 
3 78,44 24,98 19,60 22,59 4,75 10,58 19 
4 84,32 24,95 21,04 12,29 3,51 7,03 38 
 Geral 37,55 11,84 4,45 0,05 0,22 0,95 221 
th (m) 
1 41,62 8,95 3,73 0,39 0,62 2,52 38 
2 38,14 9,00 3,43 0,10 0,31 1,34 126 
3 35,48 8,60 3,05 0,55 0,74 3,64 19 
4 32,39 11,01 3,57 0,35 0,59 3,10 38 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: x  é média aritmética; cv %  é coeficiente de variação; e n é número de observações; s é 
desvio padrão; 2Xs  é variância da média; Xs  é erro padrão; rE  é erro de amostragem relativo. 
 
As medidas de dispersão para d  foram maiores que as obtidas para th , dada 
a maior amplitude dessa variável, o que refletiu em maiores valores de %cv  e erro de 
amostragem rE , porém, tratando-se de floresta nativa, é aceitável erros mais 
elevados, dado que neste estudo o maior valor foi encontrado na Classe 3, de 10,58%. 
Os dados de dispersão estão apresentados na FIGURA 2.1, juntamente com 
os gráficos de caixa (boxplot), para cada conjunto de dados, no qual é possível 
visualizar a distribuição dos dados, bem como a presença de outliers. Quanto mais 
próximos forem a média e a mediana, os dados tendem a uma distribuição normal. 




correspondeu a uma distribuição normal também comprovada pelo teste de Shapiro-
Wilk 0.05p . 
Na FIGURA 2.1.b, na qual é possível observar a Classe 1, ocorreu a maior 
distância entre a mediana e a média para d , ocasionando, assim, uma assimetria 
positiva, porém não é considerada uma diferença discrepante. Nas Classes 1, 2 e 3, 
os dados apresentaram distribuição normal com leve tendência à assimetria positiva. 
Por outro lado, a Classe 4 apresentou leve assimetria negativa. 
Também é possível observar a presença de pontos fora dos limites inferior (1º 
quartil) e superior (3º quartil) nos gráficos de caixa, tanto para th  como d , o que não 
necessariamente representa valores de outliers, mas sim valores que estendem a 
cauda da distribuição normal para a direita, ou seja, fora do intervalo de 2,698
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FIGURA 2.1 - DISTRIBUIÇÃO DOS DADOS DE ALTURA E DIÂMETRO COM INTERVALO DE 
CONFIANÇA SOBRE UMA LINHA DE REGRESSÃO LINEAR E BOXPLOT COM A 





FONTE: O autor (2020) 
Legenda: a) Conjunto total dos dados, b) Classe 1 ( ph > 48,5 m), c) Classe 2 (48,5 ≥ ph  > 45,5 m), d) 
Classe 3 (45,5 ≥ ph  > 42,5 m; e e) Classe 4 ( ph ≤ 42,5 m). 
 
Os coeficientes de regressão e os resultados estatísticos do ajuste do modelo 
pelas Estratégias I e II, ajustados para os dados gerais e por classes de th , estão 
apresentados na TABELA 2.2. Todas as estimativas dos parâmetros foram 
significantes ao nível de 95% de probabilidade. Os valores de 2r  para todos os ajustes 
foram considerados altos, variando de 0,624 a 0,938, ao passo que o (%)yxs  foi baixo 




apresentaram-se com uma amplitude bastante elevada, variando de 678,56 até 
139.425,80. 
 
TABELA 2.2 - ESTATÍSTICAS E COEFICIENTES REFERENTES AOS AJUSTES DA FUNÇÃO DE 
NÄSLUND (1936) PARA VALORES DE ALTURA (ht), DADOS GERAIS E CLASSES 
DE ALTURAS POTENCIAIS, PARA ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO 
SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA . 
Estimador Classe β0 β1 β2 2r  yxs   %yxs   AIC 
Estratégia I 
Geral 1,9315 0,4205 0,0229 0,712 4,2 11,58 139.425,80 
1 2,0602 0,4114 0,0205 0,839 3,9 9,85 3.779,04 
2 1,9828 0,4166 0,0219 0,624 3,4 9,14 38.675,15 
3 1,9061 0,4226 0,0234 0,937 2,9 8,98 685,93 
4 1,7802 0,4346 0,0265 0,769 3,7 12,10 3.649,82 
Estratégia II 
Geral 1,9182 0,3242 0,0235 0,714 4,1 11,41 138.014,30 
1 3,4729 0,1079 0,0233 0,860 3,6 9,14 3.561,97 
2 2,5006 0,1794 0,0247 0,646 3,3 8,80 37.484,38 
3 2,3812 0,3028 0,0248 0,938 2,9 8,89 678,56 
4 2,9000 0,0679 0,0308 0,784 3,6 11,69 3.550,00 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: 
i
 é coeficiente de regressão do modelo; 2r  é pseudo-r² ; yxs  é erro padrão da estimativa 
em metros; (%)yxs  é erro padrão da estimativa em porcentagem; AIC é critério de informação Akaike. 
 
Os gráficos de resíduos normalizados para as estimativas de th  estão 
apresentados na FIGURA 2.2. Nota-se que os limites considerados máximos/mínimos 
( ±3σ ) não foram ultrapassados nos ajustes, bem como distribuídos de forma uniforme, 
o que correspondeu à distribuição normal. Além disso, eles não apresentaram 
tendências, podendo assim ser considerados homoscedásticos, indicando não ser 
necessária a transformação dos dados ou uso de ponderações. 
Quando comparadas as duas estratégias de ajuste, observou-se que a 
Estratégia I apresentou maior amplitude nas estimativas de th , principalmente quando 






FIGURA 2.2 - DISTRIBUIÇÃO DOS RESÍDUOS NORMALIZADOS DAS ESTIMATIVAS DA ALTURA 
TOTAL PARA AS ESTRATÉGIAS TESTADAS E PARA AS CLASSES DE ALTURAS 








FIGURA 2.2 - DISTRIBUIÇÃO DOS RESÍDUOS NORMALIZADOS DAS ESTIMATIVAS DA ALTURA 
TOTAL PELAS ESTRATÉGIAS (I E II) E PARA AS CLASSES DE ALTURAS 




FONTE: O autor (2020) 
 
Na FIGURA 2.3 estão apresentados os dados de dispersão com as curvas de 
th  em função de d , no qual foi possível avaliar o comportamento das curvas de 
regressão juntamente com a dispersão dos dados reais. Foi também observado que 
as curvas tendem a ter seus pontos de inflexão em posições diferentes ao considerar 






FIGURA 2.3 - DISTRIBUIÇÃO DOS DADOS DE ALTURA E DIÂMETRO COM AS CURVAS DE 
REGRESSÃO GERADAS PELA EQUAÇÃO DE NÄSLUND (1936) AJUSTADA PARA 








Na TABELA 2.3 estão apresentados os resultados de 2 , em que foi possível 
observar que todas as combinações resultaram não significativas para a estimativa da 
altura total das árvores exploradas comercialmente na Floresta Estadual do Antimary. 
 
TABELA 2.3 - TESTE DE QUI-QUADRADO PARA AVALIAÇÃO DA ADERÊNCIA DAS ESTIMATIVAS 
DE ALTURA TOTAL ENTRE AS ESTRATÉGIAS E POR CLASSES DE ALTURAS 





Estratégia I - Estratégia II 1.166 ns 
Estratégia I - Altura observada 105.549 ns 
Estratégia II - Altura observada 105.589 ns 
1 
Estratégia I - Estratégia II 1.800 ns 
Estratégia I - Altura observada 11.972 ns 
Estratégia II - Altura observada 10.275 ns 
2 
Estratégia I - Estratégia II 2.873 ns 
Estratégia I - Altura observada 39.440 ns 
Estratégia II - Altura observada 36.706 ns 
3 
Estratégia I - Estratégia II 0.074 ns 
Estratégia I - Altura observada 3.615 ns 
Estratégia II - Altura observada 3.568 ns 
4 
Estratégia I - Estratégia II 1.083 ns 
Estratégia I - Altura observada 14.625 ns 
Estratégia II - Altura observada 13.598 ns 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: 
2
calx  é qui-quadrado calculado; ns é não significante a uma probabilidade de 95%; 
2
0,05;221x é 
186,671 ; 20,05;38x  é 52,192 ; 
2
0,05;126x  é 100,178 ; e 
2
0,05;19x  é 9,390 . 
 
Com a não significância (95% de probabilidade) entre as estimativas das duas 
estratégias de ajuste do modelo hipsométrico de Näslund as estatísticas 
complementares de validação estão apresentadas na TABELA 2.4, que tem por 
finalidade auxiliar na escolha do melhor método de ajuste e verificar possíveis 





TABELA 2.4 - ESTATÍSTICAS COMPLEMENTARES PARA AVALIAR A PRECISÃO DAS 
ESTRATÉGIAS PARA ESTIMAÇÃO DE ALTURA TOTAL, PARA ESPÉCIES COM 
INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
Estimador Classe VIÉS SEQR RP VP  
Estratégia I 
Geral 0,1519 (2) 3,0698 (1) -0,8097 (1) 4 
1 0,2048 (2) 0,2799 (2) -0,0715 (1) 5 
2 -0,1122 (2) 1,0978 (2) -0,9927 (2) 6 
3 0,1420 (2) 0,1056 (2) -0,0915 (1) 5 
4 0,0579 (2) 0,4602 (2) -0,8825 (1) 5 
Estratégia II 
Geral -0,0055 (1) 3,1250 (2) -1,4105 (2) 5 
1 -0,0010 (1) 0,2406 (1) -0,6673 (2) 4 
2 -0,0035 (1) 1,0359 (1) -0,8433 (1) 3 
3 -0,0014 (1) 0,1051 (1) -0,5614 (2) 4 
4 -0,0064 (1) 0,4312 (1) -1,2552 (2) 4 
FONTE: O autor (2020) 





Tem sido discutido como seria possível a obtenção de alturas totais com 
precisão em florestas tropicais, considerando-se as técnicas e ferramentas mais 
apropriadas para a obtenção de tais resultados. A metodologia utilizada para agrupar 
as espécies em classes de alturas potenciais foram facilmente obtidas em diversas 
literaturas (ROZENDAAL et al., 2006; LORENZI e MATOS, 2008) e replicada para 
outras regiões fitofisionômicas. Estratégias foram utilizadas para obtenção dos 
parâmetros do modelo e posterior obtenção das alturas totais, as quais puderam ser 
testadas e comparadas, a fim de verificar sua precisão e aplicabilidade. 
O modelo de Näslund (1936) foi selecionado, mesmo com as considerações 
de Fayolle et al. (2016) e Mensah et al. (2017), os quais enfatizam que o uso de 
diferentes modelos de relações th d  provavelmente acarreta em diferenças nas 
estimativas das alturas totais. Porém, tal modelo foi escolhido por ser não-linear e por 
apresentar caracteristicas biológicas na sua estrutura, bem como também possibilitar 
a estimação de seus parâmetros por métodos distintos, como deteminístico 





A utilização do diâmetro d  como variável independente em estimadores de 
florestas nativas é bem conhecida no meio florestal, porém estudos recentes mostram 
que a inserção da variável th  resulta em melhores resultados para os estimadores, 
como é o caso dos trabalhos efetuados em florestas nativas: Chave et al. (2005), 
Nogueira et al. (2008), Feldpausch et al. (2012), Temesgen et al. (2014), Melo et al. 
(2014), Araújo et al. (2018), Laurance et al. (2018), Duan et al. (2018), Fearnside et 
al. (2018), Ponette et al. (2018), Malhi et al. (2019) e Ali et al. (2019). Esses autores 
compararam modelos que utilizam apenas uma variável independentete d  com 
modelos que utilizam duas ou mais  variáveis. 
Portanto, com objetivo de alcançar boa precisão na estimação de outras 
variáveis (volume, biomassa e carbono) em florestas tropicais, visto que florestas 
tropicas apresentam: i) grande diversiade de espécies arbóreas (CHAVE et al., 2006; 
KILLEEN et al., 2010; ANDRADE et al., 2017; MENSAH et al., 2017; CAMPOS et al., 
2018; JOHNSON et al., 2018; PONETTE et al., 2018; ARELLANO et al., 2019; 
ROZENDAAL et al., 2019) e ii) alta variabilidade de diâmetros e alturas totais, que 
variam de acordo com a classificação fitogeografica que a floresta esta localizada 
(BROWN et al., 1989; ROSSI et al., 2014), o que ocasiona em custo operacional de 
coleta elevado, faz-se necessário a utilização das alturas totais obtidas por medições 
em campo ou de estimativas, como as realizadas no presente trabalho, para ganho 
em precisão na obtenção de tais variáveis.  
Nogueira et al. (2008) avaliaram que existem diferenças significativas para as 
relações hipsométricas em diferentes regiões da Amazônia brasileira, citando que as 
árvores nas florestas do Sul e Sudoeste da Amazônia têm altura menor para um 
mesmo diâmetro do que as localizadas na Amazônia central. A variação da vegetação 
na mesoescala, isto é, com distâncias geográficas pequenas, e as mudanças 
simultâneas de forma de árvores para cada espécie são adaptações às condições 
químicas e ecológicas de cada local (ROZENDAAL et al., 2006; NOGUEIRA et al., 
2008). Portanto, a hipótese 1 pôde ser comprovada, dado que a formação de grupos 
de espécies utilizando alturas potenciais resultou em ganho de precisão para a 
estimativa das alturas das espécies na área em estudo (TABELA 2.2 e TABELA 2.4). 
Avaliando as estatísticas descritivas (TABELA 2.1) para os dados de th  e d  é 
possível considerar como representativa da população, pois como descrito por Péllico 




th  é representativa. Portanto, os erros relativos apresentados nesta pesquisa podem 
ser considerados baixos, se considerada a alta variabilidade de espécies. Valores 
semelhantes das estatísticas calculadas no presente trabalho foram encontrados por 
Chave et al. (2014), Arias-Rodil et al. (2017), Duan et al. (2018) e Araújo et al. (2018).  
As estatísticas utilizadas para a avaliação da qualidade do ajuste (TABELA 
2.2) resultaram em valores semelhantes nas duas estratégias de ajuste das equações, 
porém, enfatiza-se que os valores obtidos para o AIC apresentaram amplitude 
bastante elevada, assim como descrito por Fayolle et al. (2016) e Mensah et al. (2017). 
 As estatísticas obtidas para a Estratégia II, com exceção do erro padrão da 
estimativa para a Classe 3, foram sempre superiores aos obtidas na Estratégia I. No 
entanto, as predições das alturas totais não foram afetadas significativamente, dado 
que as estimativas não diferiram entre si, conforme verificado nos resultados do teste 
de Qui-quadrado (TABELA 2.4). 
Os resultados das estatísticas de ajuste foram superiores às obtidas em 
outros trabalhos, como por Fang e Bailey (1998), Chave et al. (2005), Rozendaal et 
al. (2006), Bragg (2008), Nogueira et al. (2008a), Nogueira et al. (2008b), Feldpausch 
et al. (2011, 2012), Lima et al. (2012), Hunter et al. (2013), Rossi et al. (2014), 
Temesgen et al. (2014), Ghimire et al. (2015), Mensah et al. (2017), Sullivan et al. 
(2017), Duan et al. (2018), que também estudaram florestas nativas tropicais, podendo 
ser explicado pela estratégia de estratificação dos dados. 
Na FIGURA 2.3 estão plotadas as curvas de regressão para ambas as 
estratégias testadas no trabalho. Na Estratégia I é possível perceber que a curva de 
regressão tendeu a estabilizar mais suavemente na sua região assintótica, 
apresentando a mesma tendência para todas as classes. Essa estabilização pode ser 
explicada por duas razões: i) pela característica do modelo e a estratégia utilizada 
para efetuar o ajuste; e ii) pela formação de grupos de espécies que apresentam 
características semelhantes na relação th d . 
Para a Estratégia II, as curvas tenderam a forma mais abrupta do 
desenvolvimento da altura em função do diâmetro, estabilizando-se mais 
precocemente que o comportamento biológico expresso pelos dados amostrais 
(FIGURA 2.3.b, FIGURA 2.3.c e FIGURA 2.3.e). Esse comportamento pode ser 
explicado devido a curva de regressão estimada por meio da Estratégia II ser 




de ajuste (NLLS), o qual visa somente a redução da soma dos quadrados dos 
resíduos, sem considerar a perspectiva biológica, como o realizado na Estratégia I. 
As estimativas obtidas na Estratégia I podem ser consideradas satisfatórias, 
pois apresentaram bons resultados estatísticos de ajuste (TABELA 2.2). Além disso, 
o teste de aderência de Qui-quadrado não foi significativo (TABELA 2.3) para os dados 
reais e para as estimativas da Estratégia II, assim como descrito por Behling (2016), 
que utilizou esse teste para efetuar a comparação entre as estimativas de dois 
métodos diferentes para biomassa acima do solo. 
As estatísticas de validação (TABELA 2.4) demostraram uma diferença nas 
ponderações, as quais podem ser explicadas dado as características de cada 
estatística calculada, em que, no viés é simplesmente calculada a média aritmética 
dos erros em cada ponto amostral e para as estatísticas soma de quadrado do erro 
relativo (SQER) e resíduo em porcentagem (RP) tem-se a relativização dos erros em 
relação à média. 
Quando comparadas com estatísticas de validação obtidas por outros autores 
(FIGUEIREDO-FILHO et al., 1996; BRAGG, 2008; SOUZA et al., 2008; COSTA et al., 
2014;  MENSAH et al., 2018) é possível observar que foram semelhantes. Tendo em 
vista que, na maior parte desses trabalhos citados, as estimativas foram efetuadas em 
florestas plantadas, é conclusivo que os resultados do presente trabalho são 
estatisticamente confiáveis, dado a alta variabilidade dos dados, tanto de diâmetros 




O agrupamento das espécies por classes de alturas potenciais, ou também 
denominadas assintóticas, mostra-se favorável à melhoria do desempenho dos 
ajustes, bem como nas estimativas das alturas totais, mostrando-se ser um critério 
eficiente para a estratificação dos dados. 
A utilização do modelo não-linear de Näslund (1936) resulta em bom 
desempenho estatístico para estimativa das alturas totais, representando com 
confiabilidade a relação altura/diâmetro para árvores comerciais da Amazônia 
brasileira. 
A Estratégia I, que se valeu do ajuste pelo método determinístico, é 




metodologia. Essa é uma técnica promissora, de fácil ajuste, além de apresentar 
resultados tão bons quanto as técnicas tradicionais. Por outro lado, a Estratégia II, 
consolidada na área florestal, resulta em estimativas consistentes, dado os baixos 
erros obtidos e qualidade de ajuste da regressão. 
O agrupamento das espécies por classes de alturas potenciais possibilita 
ganhos de precisão nas estimativas de alturas totais. Porém, dado não ser necessário 
a coleta de informações referentes às alturas totais das árvores para o ajuste das 
curvas na Estratégia I, essa é mais apropriada pela comprovada ausência de 
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3 MODELAGEM NÃO-PARAMÉTRICA DO AFILAMENTO DE ÁRVORES COM 
INTERESSE COMERCIAL NA REGIÃO SUDOESTE DA AMAZÔNIA 
BRASILEIRA 
NON-PARAMETRIC TAPERING MODELING OF TREES WITH 





A modelagem estatística para predizer diâmetros ao longo do fuste de 
espécies comerciais localizadas na região Amazônica brasileira ainda é  escassa. 
Dado o alto valor agregado e, também, as grandes perdas de produtos madeireiros 
durante a execução da exploração é imprescindível a melhoria dos estimadores para 
multiprodutos de florestas tropicais, especificamente para a madeira. Neste trabalho, 
um método de estimação do afilamento dos fustes para espécies comerciais da 
floresta tropical amazônica brasileira é apresentado, visando tratar apropriadamente 
o problema de heteroscedasticidade dos resíduos e correlação das variáveis, tendo 
como objetivo a aplicação da regressão não-paramétrica de Kernel (RKDE) para a 
modelagem do afilamento. Assim, foram estabelecidas duas hipóteses: i) a regressão 
não-paramétrica (RKDE) pode descrever o perfil dos fustes de árvores comerciais 
tropicas da floresta Amazônica brasileira; e: ii) as estimativas de diâmetros por RKDE 
não diferem estatisticamente das estimativas de diâmetros obtidas por modelos 
paramétricos. Os dados utilizados procedem de uma área de exploração sob 
concessão de manejo florestal de baixo impacto localizada na Floresta Estadual do 
Antimary, Acre. Três modelos de afilamento tradicionalmente utilizados na literatura 
foram ajustados e, entre eles, foi selecionado o que melhor se ajustou aos dados de 
acordo com estatísticas de qualidade de ajuste ( yxs % , 2r  e gráfico de resíduos) e 
estatísticas de precisão (Viés, MPE e RMSE). A qualidade de ajuste da RKDE foi 
avaliada por meio de yxs % , 2r  e gráfico de resíduos. Para seleção do melhor método 
de ajuste foi aplicada a análise de perfil, utilizando as estimativas do melhor modelo 
paramétrico e as da RKDE, os quais apresentaram bons resultados nas estatísticas 
para qualidade de ajuste 2 0 90r ,  e 10yxs % , tendo se destacado o modelo de Lee 
et al. (2003) como o melhor no grupo paramétrico. Pela análise das curvas de perfis 
detectou-se que apenas a Regressão de Kernel atende as pressuposições 
1H =paralelismo , 2H =nível  e 3H =inclinação . A RKDE mostra-se, portanto, adequada 
para predizer o perfil de fustes de espécies comerciais da Amazônia brasileira, pois 
apresenta precisão nas estimativas compatível com os limites especificados, além de 
atender os requisitos estatísticos estabelecidos.  
 
Palavras-chave: Regressão de Kernel, Modelagem do afilamento, Perfil de 







Statistical modeling to predict diameters along the stem of commercial species 
located in the Brazilian Amazon region is still scarce. Given the high added value and 
the great losses of wood products during the execution of the exploration, it is essential 
to improve the estimators for tropical forest multiproducts, specifically for wood. In this 
work, a method of estimating the taper of the stems for commercial species of the 
Brazilian Amazon rainforest is presented, aiming to properly address the problem of 
heteroscedasticity of the residues and correlation of the variables, with the objective of 
applying the non-parametric Kernel regression (RKDE) for taper modeling. Thus, two 
hypotheses were established: 1) non-parametric regression (RKDE) can describe the 
profile of the stems of tropical commercial trees in the Brazilian Amazon forest; and: 2) 
the diameter estimates by RKDE do not differ statistically from the diameter estimates 
obtained by parametric models. The data used come from an exploration area under 
low impact forest management concession located in the State Forest of Antimary, 
Acre. Three taper models traditionally used in the literature were fitted and, among 
them, the one that best fit to data was selected according to fit quality statistics ( yxs % , 
2r , and residuals graph) and precision statistics (Bias, MPE and RMSE) . The fit quality 
of the RKDE was assessed using yxs % , 2r , and a residual graph. To select the best 
fit method, profile analysis was applied, using the estimates of the best parametric 
model and those of the RKDE, which showed good results in the statistics for fit quality 
2 0 90r ,  and 10yxs % , and the model by Lee et al. (2003) as the best in the 
parametric group. By analyzing the profile curves, it was found that only Kernel 
Regression meets the assumptions 1 paralelismH = , 2H =level  e 3 inclinationH = . The 
RKDE, therefore, is shown to be adequate to predict the profile of species of 
commercial species in the Brazilian Amazon, as it presents precision in the estimates 
compatible with the specified limits, in addition to meeting the established statistical 
requirements. 
 
Keywords: Kernel regression, Taper modeling, Stem profile, Commercial 








O desenvolvimento de estratégias de manejo que permitam estimar a 
produção de florestas tropicais tem sido historicamente um desafio para os 
profissionais (LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 2019), principalmente devido à alta 
complexibilidade desses ecossistemas (MCROBERTS et al., 2015). Essas florestas 
também fornecem uma gama de serviços ecossistêmicos, incluindo serviços de apoio 
à população e à fauna do local, regulação climática e culturais (HANSEN et al., 2010; 
MEA, 2005). 
O manejo florestal madeireiro é uma das atividades econômicas de maior 
importância na Amazônia brasileira (ASNER et al., 2005). Em 2018, a produção de 
madeira foi superior a 11 milhões de m³ (IBGE, 2018). Apesar da ocorrência de um 
grande número de espécies arbóreas, a maioria delas se distribui no ecossistema de 
maneira rara ou agregada (CONDIT et al., 2000), em que apenas um pequeno número 
delas é de interesse comercial com elevado valor de sua madeira (UHL et al., 1997; 
CUNHA et al., 2016). 
As informações acuradas sobre o volume de árvores e povoamentos são 
necessárias para: i) identificar áreas potenciais para a produção sustentável; ii) 
permitir atividades de manejo sustentável; e iii) conservação das florestas tropicais 
(NUNES; GÖRGENS, 2016; CYSNEIROS et al., 2017). A aplicação de modelagem 
tradicional visa por décadas melhorar a estimativa de volume (NUNES; GÖRGENS 
2016), ao passo que equações de volume, tanto para árvores individuais como por 
unidades de área são comumente utilizadas (BURKHART; TOMÉ 2012).  
São várias as equações para estimativas de volume e biomassa 
desenvolvidas para combinações de espécies tropicais (HIRATSUKA et al., 2005; 
KHUN et al., 2008; HERYATI et al., 2011; YUEN et al., 2016; BASTIN et al., 2018), 
porém equações para estimar o volume comercial de árvores da Amazônia brasileira 
ainda são escassas, sendo que as poucas existentes são das décadas de 1980 e 
1990 (FUNTAC, 1990), em contraste com o grande número de equações para 
obtenção do volume em outras fitofisionomias do Brasil (CHICHORRO et al., 2003; 
SOARES et al., 2011; MIRANDA et al., 2015; CORREIA et al., 2017). 
A seleção de um método apropriado é, portanto, fundamental para se obter 
estimativas de volume com acuracidade (NUNES; GÖRGENS, 2016). A aplicação de 




volumétricos em espécies nativas comerciais da Amazônia brasileira, que ainda é 
incipiente, principalmente para espécies de alto valor comercial (FLEWELLING, 2007; 
ZAKRZEWSKI, 2011; LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 2019), permitindo obter estimativas 
de volume total e por seções do fuste para árvores das florestas nativas com maior 
acurácia (ZAKRZEWSKI, 2011; CUSHMAN et al., 2014), tornando-se importantes 
ferramentas para gestores e pesquisadores florestais, além de melhorar o 
aproveitamento da madeira (ZAKRZEWSKI, 2009; VER PLANCK; MACFARLANE, 
2014; LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 2019). 
Um problema comum na modelagem florestal, especialmente na calibração e 
aplicação de equações de volume e afilamento, diz respeito a existência de 
heteroscedasticidade (PARRESOL, 1993), o que ocasiona estimativas não-mínimas 
do parâmetro variância e intervalos de confiança não válidos (LÓPEZ-MARTÍNEZ et 
al., 2019). Ainda, é esperada a presença de autocorrelação, pois os dados utilizados 
para ajustar as equações compõem-se de várias medidas ao longo do mesmo fuste, 
ou seja, de dados hierárquicos, o que viola a presunção de erro independente 
(ZIMMERMAN et al., 2001). 
Modelos de afilamento representam o perfil do fuste das árvores, 
principalmente por descrever sólidos de revolução (KOZAK et al., 1969; 
DEMAERSCHALK, 1971 ORMEROD, 1973; MAX; BURKHART, 1976; KOZAK, 1988), 
que variam de regressão polinomial, não-lineares, mistos e multivariados (ROJO et 
al., 2005; LAPPI, 2006; KUBLIN et al., 2008; LANSSANOVA et al., 2019).  
Soluções analíticas clássicas são matematicamente atraentes (M’HIRIT; 
POSTAIRE, 1985), no entanto, escolher a forma analítica do modelo paramétrico para 
ajuste de curvas é sempre um problema crítico sem uma solução satisfatória (M’HIRIT; 
POSTAIRE, 1985), podendo ser creditado à alta variabilidade da forma dos fustes. 
Portanto, os modelos de predição de diâmetros devem ser flexíveis para a estimativa 
da forma do fuste e, também, que garantam uma extrapolação confiável de formas e 
dimensões não consideradas na estrutura dos dados. 
As árvores de florestas tropicais normalmente apresentam muitas variações 
quanto a forma do seu fuste, variando por espécies e, até mesmo, entre árvores da 
mesma espécie, podendo receber influência edafoclimática, da posição sociológica, 
idade e também de tratamentos silviculturais (BORSOI, 2004). Assim, é possível 
questionar sobre qual a melhor técnica para modelar o afilamento dos fustes de 




A utilização de métodos paramétricos muitas vezes fica condicionada à 
estatísticas de boa qualidade de ajuste em modelos de regressões  
(DEMAERSCHALK, 1971; GOODWIN, 2009), enquanto que características de 
operacionalidade matemática não é valorizada. Isso diminui significativamente o 
potencial de incorporar métodos que expressem a realidade, visando ampliar a 
incorporação de novas informações sobre o fenômeno em estudo (ZAKRZEWSKI, 
1999; 2009; 2011). 
Os métodos não-paramétricos, como a regressão de Kernel, se adaptam à 
forma dos perfis dos fustes, portanto não requer conhecimento prévio sobre a forma 
do fuste (BI, 2000; MARQUETTI; VIALI, 2004; ROJO et al., 2005; LÓPEZ-MARTÍNEZ 
et al., 2019), além de não exigirem alguns pressupostos estatísticos que a regressão 
paramétria exige, como: a normalidade, a colinearidade em um sistema de 
modelagem e permitem lidar com a não linearidade, devido a realização de 
estimativas em cada núcleo (kernel) e não intervalar como ocorre na regressão 
paramétrica. Essas importantes condicionantes configuram vantagens para o uso da 
Regressão de Kernel (RKDE), o que a torna uma ferramente capaz de modelar 
relações alométricas da floresta com precisão (CLEVELAND; GROSSE, 1991; 
CLEVELAND; LOADER, 1996; NUNES; GÖRGENS, 2016). 
Considerando a necessidade de estimadores que consigam representar com 
maior precisão os valores observados dos perfis dos fustes de árvores tropicais, mais 
especificamente na floresta Amazônica brasileira, este trabalho teve como objetivo: 1) 
aplicar o método de regressão não-paramétrica de Kernel (RKDE) na predição de 
diâmetros ( )id  em qualquer altura de árvores comerciais para uma floresta de terra 
firme na Amazônia brasileira; e 2) comparar as estimativas da regressão de Kernel 
com equações de regressão paramétrica. Para isso, duas hipóteses foram 
formuladas: i) a regressão não-paramétrica pode ser utilizada para representar o perfil 
dos fustes de árvores comerciais da floresta Amazônica brasileira; e ii) as estimativas 
da regressão de Kernel não diferem estatisticamente das obtidas por modelos 
paramétricos. 
 
3.2 MATERIAL E MÉTODOS 
 





O estudo foi realizado na Floresta Estadual do Antimary (FEA), localizada nos 
munícipios de Sena Madureira e Bujari, estado do Acre, região sudoeste da Amazônia 
Ocidental Brasileira (68° 23′ W; 9° 13′; 9° 31′ S). A área total da FEA é de 45.686,56 
ha, com 28.643,24 ha destinados à área de efetivo manejo florestal (THAINES, 2015), 
sendo dividida em 16 unidades de produção anual (UPAs). A exploração na área 
ocorreu no ano de 2016, utilizando um modelo digital de exploração florestal de 
impacto reduzido, descrito por d’Oliveira et al. (2012) e Figueiredo et al. (2018). 
Os dados utilizados neste estudo são oriundos de 417 árvores exploradas 
comercialmente na FEA. O banco de dados inclui um total de 5.689 medições para 26 
espécies: Amburana acreana (Ducke) A.C.Sm.; Ampelocera ruizii Klotzsch; Apuleia 
leiocarpa (Vogel) J.F.Macbr.; Aspidosperma vargasii A.DC.; Astronium lecointei 
Ducke; Barnebydendron riedelii (Tul.) J.H.Kirkbr.; Buchenavia viridiflora Ducke; 
Caryocar glabrum (Aubl.) Pers.; Schizolobium parahyba var. amazonicum (Huber ex 
Ducke) Barneby; Castilla ulei Warb.; Cedrela odorata L.; Ceiba samauma (Mart.) 
K.Schum.; Clarisia Ruiz & Pav.; Couratari oblongifolia Ducke & Kunth; Dipteryx 
odorata (Aubl.) Willd.; Enterolobium schomburgkii (Benth.) Benth.; Eschweilera 
coriacea (DC.) S.A.Mori; Handroanthus serratifolius (Vahl) S.Grose; Hymenaea 
oblongifolia Huber; Manilkara bidentata subsp. surinamensis (Miq.) T.D.Penn.; 
Pseudopiptadenia suaveolens (Miq.) J.W.Grimes; Platymiscium trinitatis Benth.; 
Pouteria pachyphylla T.D.Penn.; Qualea tessmannii Mildbr.; Sterculia pruriens (Aubl.) 
K.Schum.; e Terminalia oblonga (Ruiz & Pav.) Steud. 
As árvores mensuradas foram selecionadas de acordo com o critério de pré-
seleção utilizado no plano de manejo da área descrito por Thaines (2015). As 
seguintes variáveis foram coletadas: diâmetro a 1,3 m do solo em centímetros d  ou 
diâmetro de referência quando da presença de sapopemas rd ; altura total em metros 
th ; altura comercial em metros ch , sendo definida no ponto de inversão 
morfológica de cada indivíduo medido; diâmetros com casca ao longo do fuste em 
centímetros id nas posições de alturas fixas ih de 0,3 m; 0,9 m; 1,3 m; 2,0 m; 2,3 m 
e a cada 2 m até a altura comercial (ponto de inversão morfológica), seguindo as 
especificações para aplicação do método de cubagem de Smalian.  
 





Com os dados de cubagem das 26 espécies comercialmente exploradas na 
FEA, foram calculadas estatísticas descritivas (média, desvio padrão, erro padrão, 
erro de amostragem relativo e coeficiente de variação) das variáveis d  e th , as quais 
estão apresentadas na TABELA 3.1. A normalidade dos dados foi averiguada 
aplicando-se o teste de Shapiro-Wilk a 95% de probabilidade.  
Gráficos de dispersão (FIGURA 3.1 e FIGURA 3.2) do diâmetro relativo ( id ) 
dividido por d  DID , em relação a razão altura relativa ih  por th HIH , foram 
efetuados para se detectar a ocorrência de dados anormais, assim como descrito por 
Bi (2000) e López-Martínez et al. (2019).  
Os modelos de afilamento descritos por Schöpfer (1966) (22), Lee et al. (2003) 
(23) e Max e Burkhart (1976) (24) foram ajustados utilizando o método dos mínimos 
quadrados não lineares (Non-linear least squares - NLLS), por meio do procedimento 
NLIN do programa SAS/STAT® 9.4. 
2 3 4 5d h h h h hi i i i i i= β +β +β +β +β +β0 1 2 3 4 5d h h h h ht t t t t
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Em que id  é o diâmetro em centímetros ao longo do fuste; d  é o diâmetro em centímetros a 1,3 m do 
solo; ih  é a altura em metros ao longo do fuste; ih  é a altura total em metros da árvore; 1 2 nβ ;β ;…;β  são 













, ao contrário 2 0I . 
 
Esses modelos foram selecionados devido suas distintas estruturas 
matemáticas, em que o modelo de Schöpfer (1966) é representado por um polinômio 
de 5º. O modelo de Lee et al. (2003) representa um modelo com expoente de forma 
variável, ao passo que o modelo de Max e Burkhart (1976) assume a forma de um 
polinômio segmentado.  
A qualidade de ajuste dos modelos paramétricos foram avaliadas segundo as 
estatísticas: análise gráfica dos resíduos em centímetros e porcentagem %R ; 




de correlação linear de Pearson r  entre os valores observados e estimados; erro 
padrão da estimativa em porcentagem %yxs ; e significância dos coeficientes de 
regressão, por meio de teste t, ao nível de 95% de probabilidade. 
Complementarmente, foram calculadas estatísticas que avaliam a precisão 
das estimativas dos diâmetros ao longo do fuste, por meio das estatísticas: Viés (25), 
erro percentual médio (Mean Percentage Error - MPE) (26) e raiz quadrada do erro 
médio (Root Mean Square Error – RMSE) (27), para auxiliar a escolha do melhor 
modelo paramétrico, conforme metodologia usada por Kuželka e Marušák (2014), 




















1 ˆ= y - y
n
     (27) 
Em que: iy  é variável observada; ˆiy  é variável estimada; n é número de observações; MPE é erro 
percentual médio; e RMSE é raiz quadrada do erro médio. 
 
A seleção da melhor equação paramétrica foi realizada por meio do valor 
ponderado (VP), determinado pela soma do ranqueamento das estatísticas de 
precisão, em que o valor 1 foi atribuído ao melhor resultado de cada estatística e o 
valor 3 ao pior resultado de cada estatística, portanto a equação selecionada foi a que 
apresentou o menor VP.  
A regressão de Kernel é uma abordagem alternativa para modelar dados que 
não apresentam linearidade intrínseca (DEVEAUX et al. 1997; JAMES et al., 2013). O 
conceito principal da regressão de Kernel é ajustar modelos de regressão (linear ou 
múltipla) pelo método de mínimos quadrados ordinários (MMQO) e suas variações, 
utilizando apenas um pequeno subconjunto de dados iy , os quais são localizados 
próximos ao ponto central ih  de referência (CLEVELAND, 1979; CLEVELAND; 
GROSSE, 1991; CLEVELAND; LOADER, 1996; JAMES et al., 2013). 
O algoritmo de ajuste da regressão de Kernel utilizado no presente trabalho 
foi dividido em quatro passos principais para ajuste e um para estimar as variáveis 
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dependentes, assim como descrito por Nadaraya (1964) e Watson (1964). A 
sequência foi definida pelos seguintes passos: 
 
Passo 1 – O modelo 
Supondo que iy , para i=1…n , sejam observações da variável dependente 
DID  e ix , para i=1…n , são observações de n variáveis independentes HIH , o 
modelo para regressão de Kernel é dado por (28): 
i i iy = f x +       (28) 
Em que iy  é a relação entre id  e d ; if x  é a função no Kernel (29); i  são erros independentes e 
normalmente distribuídos com média 0 e variância 2 . 
 
As variáveis selecionadas para se efetuar os ajustes da regressão de Kernel 
são, portanto, as relações DID  como variável dependente e HIH  como variável 
independente. 
 
Passo 2 – Especificação da função no Kernel  
A função if x  quadrática (29) foi selecionada para a estimativa dos DID  
em cada HIH  medido. 
2
0 1 2f x = + HIH+ HIH     (29)  
Em que: 0 , 1  e 2  são os parâmetros da equação quadrática no Kernel; HIH  é a relação i th h  
no Kernel. 
 
Passo 3 – Escolha do método de ajuste 
A regressão de Kernel para obter um valor predito em determinado ponto no 
espaço do preditor if x  é efetuado utilizando o MMQO, o qual usa todos os pontos 
em uma vizinhança local do Kernel determinada pela largura de banda . Para 
tornar o método computacional mais ágil e facilitar a execução do Passo 4, foi utilizada 
a amostragem em Árvore k-d (kd tree), a qual consiste em selecionar uma amostra 
representativa dos Kernels (CLEVELAND et al., 1988; CLEVELAND; LOADER, 1996). 
 




Segundo Cleveland e Loader (1996), a largura da banda  a ser 
selecionada tem forte interação com a família do polinômio escolhido para os ajustes 
locais (Passo 2), sendo assim, a seleção de “ ” foi efetuada visando minimizar o 
quadrado médio do erro 2 , incluindo uma função de penalidade projetada para 
diminuir com o aumento da suavidade do ajuste. Esses critérios visaram incorporar a 
robustez do ajuste e a complexidade do modelo. 
O critério de validação cruzada generalizada GCV  (30) descrito por Craven 
e Wahba (1978) foi utilizado no presente estudo para efetuar a seleção de “ ”, sendo 
a busca por processos iterativos limitada no intervalo de 0,1 – 1,0, sendo selecionado 





     (30) 
ˆL y y        (31) 
Em que: n  é o número de observações; 2  é o quadrado médio do erro; L  é a matriz de suavização; 
y  é o vetor de valores observados; ŷ  é o vetor dos valores estimados da variável dependente. 
 
Passo 5 – Predição de diâmetros id em diferentes posições ih  
A predição dos diâmetros ao longo do fuste em determinadas posições 
especificas de ih  foi efetuada criando uma matriz de dados que contemple o número 
da árvore n , o valor do diâmetro a 1,3 m do solo d , a altura total th , a altura ao 
longo do fuste ih  da qual se quer obter a predição e a relação entre a altura ao longo 
do fuste e altura total HIH . Como o método de Kernel é uma regressão que 
representa os dados observados, ao aplicá-lo para obter as estimativas de perfis de 
fustes para novos conjuntos de dados é necessário dispor do conjunto de dados de 
ajuste, uma vez que a técnica executa as estimativas sobre as probabilidades dos 
dados observados. O ajuste da regressão de Kernel junto com as estimativas para 
novos dados foi realizado utilizando o procedimento LOESS do SAS/STAT® 9.4. 
A qualidade de ajuste do modelo não-paramétrico de Kernel foi avaliada por 
meio das estatísticas de análise gráfica dos resíduos em centímetros  cmR e da 
porcentagem %R ; pseudo-coeficiente de determinação 
2r , o qual é dado pelo 
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quadrado do coeficiente de correlação linear de Pearson r  entre os valores 
observados e estimados.  
Com o melhor modelo selecionado da família paramétrica e obtida boa 
qualidade de ajuste de RKDE, pode-se proceder a análise estatística para verificação 
de significância estatística da diferença entre as predições destes dois modelos de 
afilamento e os dados observados, utilizando-se a análise de perfil, como descrita por 
Rencher (2002) e Singer et al. (2012).  
A análise de perfil avalia três hipóteses formuladas a seguir: 
 
1H  - Hipótese de paralelismo. 
A hipótese 1H  tem como prerrogativa avaliar se dois perfis são semelhantes 
em aparência, ou seja, eles são paralelos em suas seções. Para tanto, a hipótese de 
paralelismo 1H  das curvas pode ser expressa como apresentado em (32). 
1 1 1 1 2 2 1j j j j     (32) 
Em que: 2 3j , , , p ; 1 j  é a média do grupo 1 na linha; 1 1, j  é a média do grupo 1 na linha 1j ; 
2 j  é a média do grupo 2 na linha j ; 2 1, j  é a média do grupo 2 na linha 1j . 
 
2H - Hipótese de Nível. 
A hipótese 2H  tem como prerrogativa avaliar se dois perfis estão dispostos 
em um mesmo nível quando plotados em um plano cartesiano. Pode ser expresso em 
termos do nível médio do grupo 1 em relação ao nível médio do grupo 2 como descrito 
em (33). 
 
11 12 1 21 22 2p p
p p
      (33) 
Em que p  é a o número de variáveis em cada grupo; 11 , 12 e 1p  são as médias em cada p  para 





3H - Hipótese de Inclinação (flatness hypothesis). 
A hipótese 3H  tem como prerrogativa avaliar se os perfis são paralelos aos 
eixos das abscissas. Para expressar a hipótese 3H  de uma maneira adequada é 
preciso considerar que a média do grupo 1 e grupo 2 são iguais (34) e (35). 
 
3 11 21 12 22 1 2
1 1 1
2 2 2 p p




      (35) 
 
Em que C é a matriz de contraste (36). 
1 1 0 0
0 1 1 0
0
0 0 0 1
C     (36) 
 
Os perfis comparados foram gerados por meio da união dos pontos de 
cubagem (perfil do fuste), sendo utilizadas as seguintes alturas: 0,3 m (secção 1); 0,9 
m (secção 2); 1,3 m (secção 3); 2,0 m (secção 4); 2,3 m (secção 5); 4,3 m (secção 6); 
6,3 m (secção 7); 8,3 m (secção 8); 10,3 m (secção 9); 12,3 m (secção 10); 14,3 m 
(secção 11); 16,3 m (secção 12); 18,3 m (secção 13); e 20,3 m (secção 14). Essas 
posições foram selecionadas devido ao número de árvores que representam, pois 







O desvio padrão s  calculado para d  foi de 17,66 cm. O coeficiente de 
variação do diâmetro cv%  foi 20,71 %, enquanto o erro amostral rE  encontrado foi 
de 1,99%. As estatísticas descritivas para th  revelaram um erro de amostragem baixo 
(0,84%), bem como do coeficiente de variação (8,71%) (TABELA 3.1). 
 
TABELA 3.1 - ESTATÍSTICAS DESCRITIVAS DAS VARIÁVEIS  DIÂMETRO DE REFERÊNCIA E  
ALTURA TOTAL PARA ESPÉCIES CUBADAS EM ESPÉCIES COM INTERESSE 
COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
Variável x  s  Xs  rE  %cv  n 
d (cm) 85,26 17,66 0,86 1,99 20,71 417 
ht (m) 34,66 3,02 0,15 0,84 8,71 417 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: x  é média aritmética; s  é desvio padrão; 
X
s  é erro padrão; rE é erro de amostragem relativo; 
%cv  é coeficiente de variação; e n é número de observações. 
 
Os dados de id  estão apresentados na FIGURA 3.1, cujos diagramas de 
caixa (“boxplot”) para cada posição de cubagem efetuada foram devidamente 
configurados. Todas as posições de cubagem para a variável id  apresentaram 
distribuição simétrica, o que corresponde a uma distribuição normal também 
comprovada pelo teste de Shapiro-Wilk 0.05p . Nas posições centrais foram, 
entretanto, verificados pontos que estenderam a cauda da distribuição para a direita 




FIGURA 3.1 - DIAGRAMA DE CAIXA DOS DADOS DE DIÂMETRO POR POSIÇÃO DE CUBAGEM 
COM A LINHA MÉDIA EM ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE 
DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
 
FONTE: O autor (2020) 
Em que id  é o diâmetro medido ao longo do fuste. 
 
Na FIGURA 3.2 está apresentada a dispersão dos dados de cubagem para 
todas as árvores cubadas utilizadas no presente estudo. Assim, duas posições 
relativas (HIH) apresentaram as maiores amplitudes de pontos, ou seja, a base (de 0 





FIGURA 3.2 - PONTOS DE CUBAGEM RELATIVOS DE HIH POR DID PARA TODAS AS ÁRVORES 
CUBADAS EM ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA 
AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: HIH é a relação da altura ao longo do fuste com a altura total; e DID é a relação do diâmetro 
ao longo do fuste com o diâmetro a 1,3 m do solo. 
 
As estimativas dos parâmetros e as estatísticas de qualidade de ajuste dos 
modelos paramétricos selecionados estão apresentados na TABELA 3.2. Esses 
modelos apresentaram seus parâmetros estimados a 95% de probabilidade de 
significância. 
 
TABELA 3.2 - VALORES DOS PARÂMETROS ESTIMADOS E ESTATÍSTICAS DE QUALIDADE DE 
AJUSTE PARA MODELOS PARAMÉTRICOS AJUSTADOS COM DADOS DE 
ESPÉSES COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA 
BRASILEIRA. 
Equação 0b  1b  2b  3b  4b  5b  6b  n 2r  %yxs  
Eq. 1 1,147 -4,356 23,305 -61,527 74,495 -33,261 - 5689 0,939 9,0 
Eq. 2 2,022 0,863 3,044 -4,529 2,101 - - 5689 0,939 8,6 
Eq. 3 - 12,060 -7,990 71,210 8,881 0,080 0,753 5689 0,938 9,2 
FONTE: O autor (2020) 
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Em que: 1 2 n, , ,  são os parâmetros dos modelos paramétricos ajustados; n é o número de 
observações; 2r  é o pseudo-coeficiente de determinação; e %yxs  é o erro padrão da estimativa em 
porcentagem. 
 
Os modelos de Schöpfer e Lee et al. (2003) apresentaram valores de 2r
semelhantes (0,939) e superiores ao de Max e Burkhart (0,938), porém todos 
considerados altos ( 2r >0,9). O erro padrão da estimativa variou de 8,6% a 9,2%. 
Na TABELA 3.3 estão apresentadas as estatísticas de precisão. A Equação 
(23) apresentou os melhores resultados para as estatísticas de Viés (0,03) e RMSE 
(6,30), enquanto a Equação (22) apresentou o melhor valor para a estatística MPE 
(4,72). 
 
TABELA 3.3 - ESTATÍSTICAS COMPLEMENTARES PARA AVALIAR A PRECISÃO DAS EQUAÇÕES 
UTILIZADAS PARA PREDIZER PERFIS DE FUSTES DE ESPÉCIES COM INTERESSE 
COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
Modelo Equação VIÉS MPE RMSE n VP 
Schöpfer (1966) (22) -0,48 (2) 4,72 (1) 6,59 (2) 5689 5 
Lee et al. (2003) (23) 0,03 (1) 4,74 (2) 6,30 (1) 5689 4 
Max e Burkhart (1976) (24) -0,72 (3) 4,79 (3) 6,72 (3) 5689 9 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: MPE é o erro percentual médio em porcentagem; RMSE é raiz quadrada do erro médio; e n é 
o número de observações. 
 
Os resultados das estatísticas de precisão, cujo valor mínimo para VP foi igual 
a 4, indicou a seleção da Equação (23) pelos melhores resultados obtidos entre as 
equações paramétricas testadas, portanto a escolhida para ser comparada com a 
RKDE.  
O critério de validação cruzada generalizada (GCV) foi selecionado no 
intervalo  de 0 – 1, porém somente resultou em convergência no intervalo de 0,24372 
a 0,694 (FIGURA 3.3), tendo sido selecionado o menor valor de GCV. Os valores de 
GCV que permaneceram no intervalo para  de 0,31663 a 0,4335 resultaram em baixa 
amplitude de variação, os quais variaram de 79 3094x10,  a 79 3311x10, . O parâmetro 





FIGURA 3.3 - SELEÇÃO OTMIZADA DO CRITÉRIO DE VALIDAÇÃO CRUZADA NA SELEÇÃO DA 
LARGURA DE BANDA, PARA OBTENÇÃO DO PARAMETRO DE MELHOR 
SUAVIZAÇÃO . 
 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: GCV é o critério de validação cruzada generalizada; e  é o valor da janela de ajuste . 
 
Com a seleção de  ótimo (0,3701), foi possível efetuar o ajuste da RKDE 
(TABELA 3.4). A amostragem em Árvore k-d (kd tree) obtida no Passo 3 totalizou em 
17 pontos amostrais no fuste, em que cada Kernel é influenciado por 2.105 pontos de 
cubagem. O valor de 2r  (0,936) pode ser considerado um ótimo ajuste, assim como 
o valor do erro padrão da estimativa (9,1%) considerado inferior ao padrão 




TABELA 3.4 - PARÂMETROS DE AJUSTE DA REGRESSÃO DE KERNEL UTILIZANDA PARA 
DESCREVER O PERFIL DO FUSTE DE ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL 
NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
Sumário Valor observado 
n 5.689 
Pontos amostrados (KD Tree) 17 
 0,3701 
Pontos influentes no Kernel 2.105 
SQr 30,02772 
Trace[L] 9,62058 
GCV 79 3094 10, *  
2r  0,936 
%yxs  9,1% 
FONTE: O autor (2020) 
Em que n é o número de observações;  é a largura da banda em cada ponto do Kernel; SQr é soma 
dos quadrados do resíduo; GCV é o critério de validação cruzada generalizada; 2r  é o pseudo-
coeficiente de determinação; e %yxs  é o erro padrão da estimativa em porcentagem. 
 
Os resíduos apresentados na FIGURA 3.4 foram plotados em diagramas de 
caixas por posição de cubagem em valores absolutos Rcm , em que, a diferença entre 
o diâmetro observado id  subtraído do diâmetro estimado id . Adicionalmente, para 
os resíduos em porcentagem %R . 
A amplitude de variação nas posições intermediarias (4 a 14) foram amplas 
para todos os modelos, os quais variaram de +24,76 cm (s=10 de LEE et al., 2003) a 
-39,27 cm (s=8 de Max e Burkhart). Porém, quando analisada a média desses erros, 





FIGURA 3.4 - DISTRIBUIÇÃO DOS RESÍDUOS ABSOLUTOS E EM PORCENTAGEM DOS 
MODELOS DE AFILAMENTO PARAMÉTRICOS E NÃO-PARAMÉTRICO DE 










LEGENDA: A) diagrama de caixa por posição de cubagem do modelo de Schöpfer (1966). B) Resíduo 
em porcentagem para o modelo de Schöpfer (1966). C) diagrama de caixa por posição de cubagem do 
modelo de Lee et al. (2003). D) Resíduo em porcentagem para o modelo de Lee et al. (2003). E) 
diagrama de caixa por posição de cubagem do modelo de Max e Burkhart (1976). F) Resíduo em 
porcentagem para o modelo de Max e Burkhart (1976). G) diagrama de caixa por posição de cubagem 
do modelo de Kernel. H) Resíduo em porcentagem para o modelo de Kernel. 
 
Nos gráficos de resíduos em porcentagem é perceptível na FIGURA 3.4.F a 
presença de uma tendenciosidade pronunciada nos diâmetros maiores, que não 
ocorre na FIGURA 3.4.B, FIGURA 3.4.F e FIGURA 3.4.H. 
A análise de perfil permitiu comparar as curvas dos perfis aos pares, sendo 
considerado como parâmetro a curva observada e o tratamento a curva estimada por 
meio das regressões (Equação (23) e RKDE). As estatísticas da análise de perfil dos 
fustes estão apresentadas na TABELA 3.5. 
 A análise de perfil de todas as curvas deve ser efetuada com o mesmo 
número de medidas, sendo assim, foram selecionados 159 fustes que apresentavam 
estas características comuns. 
 
TABELA 3.5 - ANÁLISE DE PERFIL DOS MODELOS DE AFILAMENTO AJUSTADOS PARA 
ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA 
BRASILEIRA. 
Hipótese p  
1
n  2n  
Equações 2
0 05 13 316, , ,T   0 025 316. ,t   Eq. (23) Kernel 
1
H   14 159 159 32,878 *  5,281 ns  29,865 - 
2
H  14 159 159 0,130 ns  0,092 ns  - 1,967 
3
H  14 159 159 311,715 *  295,595 *  29,865 - 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: p  é o número posições de cubagem; 1n  e 2n  é o número de indivíduos para comparação; *  
é significante a 95% de probabilidade; ns  é não significantes a 95% de probabilidade; 
2
0 05 13 316, , ,T  é valor 
da estatística de Hotelling; e 0 025 316. ,t  é o valor da estatística de “student“. 
 
A regressão não-paramétrica de Kernel atendeu todas as premissas da 
análise de perfil, sendo não significante para paralelismo 1H 5 281
ns, , para o nível 
2H 0 092
ns,  e resultou em significância para a inclinação em relação ao eixo das 
abscissas 3H 295 595
*, . A regressão paramétrica de Lee et al. (2003) não atendeu 
a hipótese de paralelismo, apresentando significância 1H 32 878




nível foi atendida pela não significância 2 1H 0 30
ns, e a hipótese de inclinação em 
relação ao eixo das abcissas também foi atendida pela ocorrência de significância 





Avaliando as estatísticas descritivas (TABELA 3.1) para as variáveis d  e ih , 
pode-se considerar que a amostra é representativa da população, pois, como descrito 
por Cysneiros et al. (2017) e Ter Steege et al. (2013, 2019), florestas tropicais 
apresentam alta variabilidade de dados, caracterizados pela alta diversidade estrutural 
e de flora, além da presença de árvores de grande porte (FELDPAUSCH et al., 2012; 
TER STEEGE et al., 2013, 2019). Os erros amostrais para as variáveis (d  e th ) foram 
inferiores a 2%, podendo, segundo Péllico Netto e Brena (1997), ser considerados 
com de alta precisão. O desvio padrão s  se revelou compatível com o encontrado 
por Cysneiros et al. (2017). 
Os parâmetros e estatísticas de ajustes dos modelos paramétricos (TABELA 
3.2) resultaram em bons ajustes 2 0 90r ,  e 10yxs % %  para todas as equações ((22)
, (23) e (24)), como os encontrado por Lanssanova et al. (2013), Lumbres et al. (2016) 
e Tang et al. (2017), para espécies de florestas tropicais do Brasil, Filipinas e China, 
respetivamente, assim como os observados em outros trabalhos, podendo citar 
MacFarlane e Weiskittel (2016), Pang et al. (2016) e Lynch et al. (2017).  
Assim, a escolha da equação que melhor estima os diâmetros ao longo do 
fuste foi baseada nas estatísticas de precisão (TABELA 3.3) para as regressões 
paramétricas ajustadas, cujos resultados estatísticos obtidos são condizentes com os 
encontrados em outras pesquisas (BI, 2000; MACFARLANE, 2010; CUSHMAN et al., 
2014; KUŽELKA; MARUŠÁK, 2014; MACFARLANE; WEISKITTEL, 2016; NUNES; 
GÖRGENS, 2016; LYNCH et al., 2017; TANG et al., 2017; LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 
2019). Dentre os três modelos testados, o modelo de Lee et al. (2003) foi selecionado 
para ser comparado com a regressão não-paramétrica de Kernel.  
Muitas vezes, os modelos polinomiais tornam-se muito rígidos para explicar a 
forma dos fustes (JIANG et al., 2005; MAX; BURKHART, 1976), ao passo que modelos 




os parâmetros dos modelos de forma variável devem ser estimados pelo método dos 
mínimos quadrados não lineares (non-linear least squared), não assegurando a 
melhor solução global, além de contarem com elevado número de parâmetros. Tais 
métodos de parametrização são comumente instáveis e podem se tornar imprecisos 
(KUBLIN et al., 2008). 
A utilização da regressão não-paramétrica de Kernel para gerar estimativas 
do perfil de fustes de espécies comerciais é uma técnica ainda pouco difundida e são 
poucos os autores que a utilizaram para representar o perfil dos fustes, visando a 
detecção de valores extremos (outliers) (BI, 2000; ROJO et al., 2005; CORRAL-RIVAS 
et al., 2007; LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 2019), porém sem apresentar a estimativa e 
mensurar suas estatísticas de precisão. 
Neste estudo, o valor de  para viabilizar o ajuste da regressão de Kernel foi 
obtido utilizando o critério de validação cruzada generalizada (GCV) descrito por 
Cleveland (1979) e utilizado por Kuželka e Marušák (2014) para selecionar o 
parâmetro de suavização de regressão Spline, método não-paramétrico. Os 
resultados da qualidade de ajuste (TABELA 3.4) demostram que o 2r  foi alto 0 90,  
e yxs %  baixo 10% , o que significa que a técnica pode ser comparada com as 
obtidas pelo método paramétrico. 
Para a avaliação da qualidade do ajuste dos modelos, além de ser 
consideradas as estatísticas de 2r  e yxs % , também foi avaliada a dispersão dos 
resíduos (FIGURA 3.4) em valores absolutos Rcm  e relativos R% , o que permitiu 
detectar a discrepância dos valores estimados em relação aos observados e a 
existência de tendências, assim como descrito por Diéguez-Aranda et al. (2006), 
Zakrzewski (2011), Lanssanova et al. (2013) e Kuželka e Marušák (2014). Com isso, 
foi observado que os modelos de Schöpfer, Lee e Kernel não apresentaram 
tendências nos resíduos, ao passo que o modelo de Max e Burkhart apresentou 
tendenciosidade pronunciada de subestimar os diâmetros maiores e superestimar os 
menores diâmetros, ocasionando erros elevados em ambas as extremidades.  
Os erros maiores observados nas posições centrais dos fustes podem ser 
explicados pela alta variabilidade de formas de fustes, devido à elevada quantidade 




pode acarretar limitações na aplicação de modelos globais para estimativas dos perfis 
de árvores em florestas tropicais. 
Com a seleção da melhor equação de regressão paramétrica (23) e os 
resultados das estatísticas de ajuste da RKDE, aceitos como satisfatórios, procedeu-
se a comparação entre os perfis estimados e os observados. Como foi apresentado 
na TABELA 3.5, apenas os perfis estimados por meio da RKDE atenderam a 
pressuposição do paralelismo 1H , ao passo que a Equação (23) apresentou 
divergência em algum ponto ao longo do fuste, quanto ao paralelismo do perfil. Para 
a hipótese de nível 2H  ambos modelos atenderam a pressuposição de não 
significância a 95% de probabilidade, sendo, portanto, os perfis estimados 
coincidentes em nível com os observados, ou seja, eles estão em um mesmo patamar. 
A 3H  foi significante para ambas as regressões, sendo, portanto, não paralela ao eixo 
das abscissas. 
A partir do resultado obtido com a análise de perfil foi possível inferir que a 
apenas a RKDE foi estatisticamente compatível para representar os perfis dos fustes 
de árvores tropicais do Sudoeste da Amazônia brasileira. A Equação (23) demostrou 
não compatibilidade em uma das hipóteses testadas. 
A regressão não-paramétrica de Kernel pode ser considerada superior aos 
outros modelos (paramétricos), por não exigir alguns pressupostos que são 
demandados pelos estimadores paramétricos (FAN e GIJBELS, 2003), como, por 
exemplo: i) inexistência de heteroscedasticidade, ou seja, que a variância dos 
resíduos gerados pela estimação do modelo seja constante (PARRESOL, 1993; 
ZIMMERMAN et al., 2001); ii) ausência de autocorrelação, como descrita por López-
Martínez et al. (2019) para ajustar funções de afilamento, tomadas entre as várias 
observações da mesma árvore ao longo do fuste (ou seja, dados hierárquicos); e iii) 
os resíduos devem apresentar distribuição normal (CHICHORRO et al., 2003), porém 
é perfeitamente factível avaliar a ocorrência de tendências dos resíduos nas diferentes 
estimativas.  
 Assim, a utilização de novas técnicas de modelagem do perfil de fustes para 
espécies florestais podem ser utilizadas, desde que estas se mostrem competitivas 
com as técnicas de modelagem tradicionalmente utilizadas, como descrita por 







A aplicação de modelos de afilamento para representar o perfil dos fustes de 
árvores comerciais de florestas tropicas, mais especificamente da floresta Amazônica 
brasileira apresentou bons resultados estatísticos e grande eficiência na explicação 
do afilamento do fuste com potencial para ser aplicado a novos dados, contribuir para 
o planejamento e execução do manejo florestal bem como para melhor avaliação das 
florestas nativas; 
Modelos de afilamento tradicionalmente utilizados para representar os perfis 
de fustes apresentaram um bom desempenho quando aplicado a dados de espécies 
comerciais do Sudoeste da Amazônia brasileira, com destaque ao modelo de Lee et 
al. (2003), pois apresentou boas estatísticas de ajuste e se destacou nas estatísticas 
de precisão, porém, quando submetidas a análise de perfil não atendeu a hipótese de 
paralelismo; 
A regressão não-paramétrica de Kernel, utilizada na modelagem do perfil de 
fustes para espécies comerciais da região Sudoeste da Amazônia brasileira é 
merecedora de destaque, pois não foram encontrados trabalhos científicos utilizando 
tal técnica para estimativa de diâmetros ao longo do fuste de árvores, portanto se 
apresenta como uma técnica promissora e de fácil compreensão, além de gerar 
resultados estatisticamente comparáveis aos obtidos em técnicas tradicionais; 
As estatísticas utilizadas no presente estudo  demonstram que a regressão 
não paramétrica de Kernel é a mais indicada para ser utilizada na predição dos 
diâmetros ao longo do fuste, visto que apresentou baixos erros de estimativas e 
quando comparada estatisticamente com os perfis observados atendeu todos os 
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4 ESTIMADORES POR RAZÃO PARA VOLUME COMERCIAL DE ÁRVORES 
COM INTERESSE COMERCIAL NA REGIÃO SUDOESTE DA AMAZÔNIA 
BRASILEIRA 
RATIO ESTIMATORS APPLIED TO COMMERCIAL VOLUME OF TREES 





A obtenção de volumes comerciais com acurácia para espécies florestais 
passiveis de exploração na região amazônica ainda é um problema, mesmo que 
inúmeras sejam as funções disponíveis na literatura. No entanto, algumas técnicas 
novas de modelagem vêm sendo desenvolvidas para melhorar os estimadores. Neste 
sentido, o objetivo deste trabalho foi aplicar um estimador por razão para modelar o 
volume comercial de árvores de valor econômico da Floresta Amazônica, visando 
corrigir problemas de heteroscedasticidade dos resíduos e tendenciosidades nas 
estimativas, além de obter mais precisão nas estimativas. Para isso três hipóteses 
foram formuladas, sendo elas: 1) estimadores por razão podem ser aplicados às 
árvores da floresta tropical Amazônica para obter resultados precisos na estimativa 
de volume comercial, não diferindo dos estimadores de regressão; 2) a análise 
discriminante é capaz de classificar os indivíduos em grupos de quocientes por razão 
no segundo estágio de estratificação; 3) a utilização da estratificação em dois estágios 
para correção de heteroscedasticidade é eficaz. Os dados utilizados procedem de 
uma área de exploração sob concessão de manejo florestal de baixo impacto 
localizada na Floresta Estadual do Antimary, Acre. Um modelo por razão, dois 
modelos de volume e um modelo de afilamento foram aplicados aos dados, ao passo 
que a qualidade de ajuste ( yxs % ,
2r  e gráfico de resíduos) foi avaliada para todos os 
estimadores. A análise discriminante foi avaliada pelo teste de Wilks' Lambda  e 
matriz de confusão. Estatísticas de precisão (Viés, MAE, MSE e RMSE) e análise 
gráfica ( ˆcv  por cv  e gráfico Quantil-Quantil) foram aplicadas aos estimadores testados, 
a fim de selecionar o melhor estimador. O estimador por razão aplicado aos dados 
sem estratificação apresentou heteroscedasticidade, indicando a necessidade de 
estratificação. A análise discriminante foi capaz de classificar todos os grupos (  < 
0,0056 e taxa de acerto > 55%). O estimador por razão apresentou as melhores 
estatísticas de qualidade de ajuste ( % 15,29yxs  e 2 0,729r ), além de não apresentar 
heteroscedasticidade e tendência nas estimativas, portanto este estimador por razão 
foi selecionado como o melhor para estimar volumes comerciais, pois resultou no 
menor valor ponderado (VP) nas estatísticas de precisão. 
 
Palavras-chave: Estimador de volume, Modelagem volumétrica, Manejo 








Obtaining commercial volumes with accuracy for forest species that can be 
exploited in the Amazon region is still a problem, even though there are countless 
functions available in the literature. However, some new modeling techniques are 
being developed to improve estimators. Therefore, the objective of this work was to 
apply an ratio estimator to model the commercial volume of trees of economic value in 
the Amazon Forest, aiming to correct problems of heteroscedasticity of residues and 
bias in the estimates, in addition to obtaining more precision in the estimates. For this, 
three hypotheses were formulated, namely: 1) ratio estimators can be applied to trees 
in the Amazon rainforest to obtain accurate results in the estimate of commercial 
volume, not differing from the regression estimators; 2) the discriminant analysis is 
able to classify individuals into groups of estimated ratios in the second stage of 
stratification; 3) the use of two-stage stratification to correct heteroscedasticity is 
effective. The data used come from an exploration area under low impact forest 
management concession located in the State Forest of Antimary, Acre. One ratio  
model, two volume models and one taper model were applied to data, while the fit 
quality ( yxs % ,
2r  and residual graph) was evaluated for all estimators. The discriminant 
analysis was evaluated by the Wilks' Lambda test  and confusion matrix. Precision 
statistics (Bias, MAE, MSE and RMSE) and graphical analysis ( ˆcv  versus cv  and 
Quantil-Quantil graph) were applied to the tested estimators in order to select the best 
ones. The ratio estimator applied to the data without stratification showed 
heteroscedasticity, indicating the need for stratification. The discriminant analysis was 
able to classify all groups (  < 0,0056 and hit rate > 55%). The ratio estimator 
presented the best fit quality statistics ( % 15,29yxs  e 2 0,729r ), in addition to not 
showing heteroscedasticity and trend in the estimates, therefore this ratio estimator 
was selected as the best one to estimate commercial volumes, as it resulted in the 
lowest weighted value (PV) on the precision statistics. 
 







A Amazônia brasileira é considerada um dos maiores e mais ricos conjuntos 
de espécies vegetais do planeta (LU, 2005; TER STEEGE et al., 2013), estimada 
como uma das maiores em extensão e diversidade biológica entre os remanescentes 
naturais de floresta tropical (PHILLIPS et al., 2004; FELDPAUSCH et al., 2016; 
RIBEIRO et al., 2016; CARDOSO et al., 2017; FIGUEIREDO et al., 2018; 
WOORTMANN et al., 2018; ANDRADE et al., 2019; EGUIGUREN et al., 2019). Além 
disso, as florestas tropicais fornecem uma gama de serviços ecossistêmicos, 
desempenhando papel crucial como meio de subsistência a população (extrativismo 
de produtos não-madeireiros), que depende de seus recursos (BAKER et al., 2004; 
PHILLIPS et al., 2004; HANSEN et al.; 2010; LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 2019). 
O manejo florestal madeireiro é uma das principais atividades econômicas da 
região Amazônica brasileira (ASNER et al., 2005). Segundo dados do IBGE (2018), 
estima-se que a produção de madeira em 2018 foi superior a 11 milhões de metros 
cúbicos. Devido ao grande esgotamento das florestas naturais dos principais 
exportadores de madeira tropical do mundo (Indonésia e Malásia), está ocorrendo 
uma importante mudança na oferta de madeira tropical (HIGUCHI et al., 2006; 
HIGUCHI et al., 2012; GIMENEZ et al., 2015). Com isso, o cenário tende a se voltar 
para a Amazônia, porque, nessa condição, o valor da madeira em pé tende a aumentar 
(HIGUCHI et al., 2012). Além disso, outros fatores podem influenciar no valor da 
madeira, uma vez que, apesar do grande número de espécies arbóreas, apenas um 
pequeno número delas tem interesse comercial (UHL et al., 1997; ASNER et al., 2005; 
CUNHA et al., 2016).  
Informações sobre o volume comercial de espécies florestais passíveis de 
exploração na Floresta Amazônica brasileira são de relevante importância para: i) a 
identificação de áreas potenciais de produção; ii) o planejamento de atividades do 
manejo; e iii) o auxílio na conservação das florestas tropicais (HERRERA et al., 1999; 
COLE; EWEL, 2006; KHUN et al., 2008; SOARES et al., 2011; KHADKA et al., 2015; 
CUNHA et al., 2016; NUNES; GÖRGENS, 2016; CYSNEIROS et al., 2017; CASTRO 
et al., 2018). 
A determinação do volume das espécies amazônicas por muitos anos foi 
realizada com a utilização do fator de forma (ROLIM et al., 2006; CYSNEIROS et al., 




volumétricas passaram a ser utilizadas em meados da década de 1980 (SILVA e 
ARAÚJO, 1984; SILVA e CARVALHO, 1984) e início da década de 1990 (FUNTAC, 
1990). Desde então, são muitos os trabalhos realizados com o objetivo de estimar os 
volumes comerciais de espécies passíveis de exploração no Sudoeste da Amazônia 
brasileira (SILVA e ARAÚJO, 1984; SILVA e CARVALHO, 1984; FUNTAC, 1990; 
ROLIM et al., 2006; COLPINI et al., 2009; THAINES et al., 2010; TONINI e BORGES, 
2015; GIMENEZ et al., 2015, 2017).  
A necessidade da quantificação do estoque de matéria prima e busca pela 
máxima produção e rentabilidade florestal justifica a necessidade de obter novas 
ferramentas que possibilitem estimativas mais acuradas do volume comercial das 
espécies Amazônicas (THAINES et al., 2010 ; TONINI e BORGES, 2015; 
CYSNEIROS et al., 2017). 
Os estimadores por razão apresentados em Cochran (1953), Sukhatme 
(1954) e Péllico Netto e Behling (2019; 2020) são procedimentos mais simples de 
serem aplicados do que os estimadores por regressão. Sua aplicação em florestas é 
bastante ampla como em estudos de área foliar (SWANK e SCHREUDER,1974), área 
basal (WILLIAMS, 2001), biomassa arbórea (PÉLLICO NETTO e BEHLING, 2019; 
2020; TRAUTENMÜLLER, 2019) e volume total (CAO e BURKHART, 1980; 
WILLIAMS, 2001; BARRIO ANTA et al., 2007; TOMÉ et al., 2007; CORONA e 
FATTORINI, 2008), com ótimos resultados na maioria de suas aplicações.  
Os estimadores de volume frequentemente apresentam resíduos 
heteroscedásticos, devido a variância ser proporcional à média (TRAUTENMÜLLER, 
2019), o que induz a erros nas conclusões em testes de significância e intervalos de 
confiança dos coeficientes de regressão estimados, cujas soluções são: i) ponderação 
na modelagem (GREENE, 2017; PÉLLICO NETTO e BEHLING, 2019); ii) 
transformação da variável resposta; iii) transformação das variáveis explicativas; e iv) 
técnicas de estratificação (TRAUTENMÜLLER, 2019), podendo ser em multiestágios 
para alcançar as precisões desejadas. 
A estratificação em multiestágios pode ser efetuada da seguinte forma: o 
primeiro estágio pode ser aplicado ao tamanho da árvore, ou seja, classes de 
diâmetros a 1,3 m do solo d  ou altura h  (COLPINI et al., 2009; SEDMÁK e 
SCHEER, 2012; EBLING e PÉLLICO NETTO, 2015; CYSNEIROS et al., 2017), que 
pode solucionar o problema de heteroscedasticidade. No intuito da obtenção de 




efetuado com a classificação em grupos de quocientes da razão R , como descrito 
por Trautenmüller (2019). Porém, questiona-se como classificar as árvores dentro do 
segundo estágio de estratificação? A utilização da análise discriminante é uma técnica 
que pode auxiliar na classificação das árvores dentro dos grupos no segundo estágio. 
A análise discriminante é um a técnica empregada para a separação de 
grupos distintos de observações e a classificação de novas observações em n  grupos 
previamente definidos. Geralmente, é utilizada para descrever as diferenças entre 
grupos e explorar tais diferenças quanto a capacidade de reclassificar novas 
observações a algum dos grupos já definidos (STOCKBURGER, 1996; PHILLIPS et 
al., 2002; ANDERSON, 2003; ZHAO et al., 2004). O uso da análise discriminante é 
apropriado quando o perfil de cada grupo é conhecido por meio do comportamento 
das p  variáveis características (AKINDELE; LEMAY, 2006). Esse método tem como 
objetivo: i) determinar se existem diferenças estatisticamente significantes entre dois 
ou mais grupos; ii) identificar a importância de cada uma das variáveis independentes 
na previsão de novos dados; iii) determinar o número de funções canônicas 
significantes; iv) desenvolver procedimentos para classificar indivíduos em grupos e 
examinar a acurácia da função discriminante. 
Considerando a necessidade de estimadores de volume comercial de 
florestas tropicais com maior precisão, mais especificamente na florestas Amazônica 
brasileira, este trabalho teve como objetivo: 1) aplicar o estimador por razão visando 
a obtenção de estimativas de volume comercial de espécies com interesse econômico 
da floresta tropical brasileira; e 2) comparar o estimador por razão com equações de 
regressão tradicionalmente utilizadas na literatura. Para isso, foram formuladas três 
hipóteses: i) estimadores por razão podem ser aplicados às espécies da floresta 
tropical Amazônica com a finalidade de obter resultados precisos na estimativa de 
volume comercial para aquelas potencialmente comerciais, não diferindo das 
equações de regressão tradicionais; ii) a análise discriminante é capaz de classificar 
os indivíduos em grupos de quocientes da razão R̂  no segundo estágio de 
estratificação; iii) a utilização da estratificação em dois estágios é eficaz para correção 
de heteroscedasticidade. 
 





4.2.1 ÁREA DE ESTUDO 
 
O estudo foi realizado na Floresta Estadual do Antimary (FEA), localizada nos 
munícipios de Sena Madureira e Bujari, estado do Acre, Amazônia Ocidental Brasileira 
(68° 23′ W; 9° 13′; 9° 31′ S). A área total da FEA é de 45.686,56 ha, com 28.643,24 
ha destinados à área de efetivo manejo florestal (THAINES, 2015), sendo dividida em 
16 unidades de produção anual (UPAs). A exploração na área ocorreu no ano de 2016, 
utilizando um modelo digital de exploração florestal de impacto reduzido (d’OLIVEIRA 
et al., 2012; FIGUEIREDO et al., 2018). 
 
4.2.2 BASE DE DADOS 
 
Os dados utilizados para o ajuste dos modelos volumétricos foram 
provenientes da cubagem destrutiva de fustes de árvores comercialmente exploradas 
em área de manejo florestal na floresta estadual do Antimary em 2016. Ao total foram 
cubadas 476 árvores, distribuídas em 26 espécies: Amburana acreana (Ducke) 
A.C.Sm.; Ampelocera ruizii Klotzsch; Apuleia leiocarpa (Vogel) J.F.Macbr.; 
Aspidosperma vargasii A.DC.; Astronium lecointei Ducke; Barnebydendron riedelii 
(Tul.) J.H.Kirkbr.; Buchenavia viridiflora Ducke; Caryocar glabrum (Aubl.) Pers.; 
Schizolobium parahyba var. amazonicum (Huber ex Ducke) Barneby; Castilla ulei 
Warb.; Cedrela odorata L.; Ceiba samauma (Mart.) K.Schum.; Clarisia  Ruiz & Pav.; 
Couratari oblongifolia Ducke & Kunth; Dipteryx odorata (Aubl.) Willd.; Enterolobium 
schomburgkii (Benth.) Benth.; Eschweilera coriacea (DC.) S.A.Mori; Handroanthus 
serratifolius (Vahl) S.Grose; Hymenaea oblongifolia Huber; Manilkara bidentata subsp. 
surinamensis (Miq.) T.D.Penn.; Pseudopiptadenia suaveolens (Miq.) J.W.Grimes; 
Platymiscium trinitatis Benth.; Pouteria pachyphylla T.D.Penn.; Qualea tessmannii 
Mildbr.; Sterculia pruriens (Aubl.) K.Schum.; e Terminalia oblonga (Ruiz & Pav.) Steud.  
As árvores mensuradas foram selecionadas de acordo com a pré-seleção 
realizada no plano de manejo da área descrito por Thaines (2015). Foram coletadas 
as seguintes variáveis: diâmetro a 1,3 m do solo em centímetros d  ou diâmetro de 
referência quando da presença de sapopemas dr ; altura total em metros th  
utilizando a equação ajustada no tópico 2 desta tese pela estratégia I; altura comercial 




medido; diâmetros com casca ao longo do fuste em centímetros id nas posições de 
alturas fixas ih de 0,3 m; 0,9 m; 1,3 m; 2,0 m; 2,3 m e a cada 2 m até a altura 
comercial (ponto de inversão morfológica), de acordo com o método de cubagem de 
Smalian. A cubagem foi efetuada para obtenção do volume comercial da árvore cv , 
que correspondeu ao volume compreendido entre a base do fuste 0,3md  até o ponto 
de inversão morfológica. 
Com o volume comercial das 26 espécies comercialmente exploradas na FEA, 
os dados foram divididos em dois grupos, sendo denominados: i) Ajuste, com 416 
indivíduos; e ii) Validação, com 60 indivíduos. Foram calculadas estatísticas 
descritivas (média, desvio padrão, coeficiente de variação, erro padrão e erro de 
amostragem relativo) das variáveis cv , d  e ch  as quais estão apresentadas na 
TABELA 4.1. Para se verificar a normalidade dos dados utilizou-se o gráfico quantil-
quantil proposto por Wilk e Gnanadesikan (1968) e, também, o teste de Shapiro-Wilk 
a 95% de probabilidade. De forma complementar, foi realizada a análise gráfica da 
dispersão da variável cv  em função da variável d , seguindo o método descrito por Bi 
(2000) e López-Martínez et al. (2019). 
Para ajuste do estimador por razão descrito por Péllico Netto e Behling (2019, 
2020) foram utilizados dados de cv  3m  como variável dependente e d  e ch  em 









cv e      (37) 
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Em que: ˆ
jc
v é o volume em m³ estimado do j-ésimo indivíduo, em metros cúbicos; jd  é o diâmetro a 1,3 
m do solo do j-ésimo indivíduo, em metros; 
jc
h  é a altura comercial do j-ésimo indivíduo, em metros; 
90 
 
R̂  é o quociente do modelo por razão; 
jc
v  é o volume comercial médio dos j-ésimos indivíduos, em 
metros cúbicos; ch  é a média das alturas comerciais dos j-ésimos indivíduos, em metros; jd  é a média 
dos diâmetros a 1,3 m do solo dos j-ésimos indivíduos, em metros; ln  é o logaritmo neperiano;  é a 
constante “PI” 3,1416... ; e  é a função exponencial cuja base é o número de Euler 2,1782... . 
 
Os estimadores de variância 2
cvs , desvio padrão cvs  e erro padrão em 
percentagem %
vcyx
s  para as funções por razão estão apresentados em (39) a (51), 
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p
ˆ ˆY =YN         (51) 
Em que: 2ds  é a estimativa da variância dos desvios quadrados dos parâmetros da razão R̂  estimada 
por amostragem; Y
2s  é a variância média da variável Y  estimada para a amostra; 2YpS  é a variância 
média da variável Y  estimada para a população; R̂s  é o erro padrão dos desvios quadrados dos 
parâmetros da razão R̂ estimada por amostragem; Ys c  é o erro padrão médio da variável Y  estimada 
para a amostra; Yps é o erro padrão médio da variável Y  estimada para a população; R̂  é o coeficiente 
do modelo por razão determinado em (38); n  é o número de indivíduos da amostra; N  é o número de 
indivíduos da população; R%  é o estimador da precisão dos desvio quadrados dos parâmetros da razão 
R̂  estimada por amostragem; Y%  é a precisão da estimativa de Y  da amostra; pY %  é a precisão 
do estimador de Y  da população; cv j  é o volume comercial do j-ésimo indivíduo, em metros cúbicos; 
ch j  é a altura comercial do j-ésimo indivíduo, em metros; jd  é o diâmetro do j-ésimo indivíduo, em 
metros; t  é o valor de t da distribuição de Student; a  é a probabilidade associada a distribuição t de 
Student (95%);  é a constante “PI” 3,1416... . 
 
Com base no estimador por razão descrito em (37) e (38) a modelagem do 
volume total pôde ser efetuada com os seguintes passos:  
Passo 1: Verificar a qualidade dos dados de volume (dados faltantes, 
outliers, representatividade da amostra). 
Passo 2: Calcular o quociente R̂ , com base nos dados de volume. 
Passo 3: Calcular a razão para o volume comercial. 
Passo 4: Verificar de maneira gráfica a homoscedasticidade dos resíduos 
e se a qualidade do ajuste atendeu as especificações proposta.  
Passo 5: Com a homoscedasticidade dos resíduos atendida e o alcance 
das estatísticas de qualidade de ajuste pretendida, a modelagem 
é concluída. 
Em estimadores de volume é comum a ocorrência de heteroscedasticidade 
nos resíduos. Trautenmüller (2019) sugere uma alternativa para contornar problemas 
da falta de homoscedasticidade do resíduo, a qual consiste em estratificar as árvores 
por tamanho, ou seja, criar m  estratos de diâmetro. Um segundo estágio de 




contribuir para contornar problemas de heteroscedasticidade dos resíduos. Dessa 
forma, os estimadores de variância, desvio padrão e erro padrão da estimativa em 
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Em que: 2ds ml  é a estimativa da variância dos desvios quadrados dos parâmetros da razão R̂  estimada 
por amostragem dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível; 
2
Ys ml  é a variância média da variável Y  estimada para a amostra dentro do m -ésimo estrato do primeiro 
nível e da l -ésima classe do segundo nível; 2YpS ml  é a variância média da variável Y  estimada para a 
população dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível;  ˆ
mlR
s é 
o erro padrão dos desvio quadrados dos parâmetros da razão R̂  estimada por amostragem dentro 
do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível; Ys ml  é o erro padrão 
médio da variável Y  estimada para a amostra dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -
ésima classe do segundo nível, em m³; YpS ml  é o erro padrão médio da variável Y  estimada para a 
população dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível, em m³; 
R̂ml  é o quociente do modelo por razão dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima 
classe do segundo nível, determinado em (38); nml  é o número de indivíduos na amostra dentro do 
m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível; Nml  é o número de 
indivíduos na população dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo 
nível; R %ml  é o estimador da precisão dos desvios quadrados dos parâmetros da razão R̂  estimado 
por amostragem dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível, 
em porcentagem; Y %ml  é a precisão da estimativa de Y  da amostra dentro do m -ésimo estrato do 
primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível, em porcentagem; pY %ml  é a precisão da 
estimativa de Y  da população dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do 
segundo nível; cv jml  é o volume comercial do j-ésimo indivíduo dentro do m -ésimo estrato do primeiro 
nível e da l -ésima classe do segundo nível, em metros cúbicos; ch jml  é a altura comercial do j-ésimo 
indivíduo dentro do m -ésimo estrato do primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível, em 
metros; jmld  é o diâmetro a 1,3 m do solo do j-ésimo indivíduo dentro do m -ésimo estrato do primeiro 
nível e da l -ésima classe do segundo nível, em metros; t  é o valor de t da distribuição de Student; 
 é a probabilidade associada a distribuição t de Student (95%);  é a constante “PI” 3,1416... . 
 
Com base nos estimadores por razão e formas de estratificação 
apresentados, a modelagem do volume comercial foi obtida seguindo-se os seguintes 
passos: 
Passo 1: Calcular o volume comercial dos indivíduos cubados. 
Passo 2: Ajustar razões para cada indivíduo, assim como descrito em (38). 
Passo 3: Realizar a estratificação dos indivíduos por classe de d . 
Passo 4: Estabelecer a estratificação dos indivíduos por classes l  de 
quociente do modelo por razão R̂  dentro do m -ésimo estrato 
do primeiro nível, assim como descrito em (65). 
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Passo 5: Aplicar análise discriminante dentro do m -ésimo estrato do primeiro 
nível, para verificar se a estratificação da l -ésima classe do 
segundo nível foi apropriada. 
Passo 6: Realocar os indivíduos dentro da l -ésima classe do segundo nível 
conforme análise discriminante. 
Passo 7: Gerar os estimadores por razão dentro do m -ésimo estrato do 
primeiro nível e da l -ésima classe do segundo nível. 
Passo 8: De posse dos novos estimadores por razão, verificar, via análise 
gráfica, ocorrência ou não de homoscedasticidade. 
Passo 9: Com resíduos homoscedásticos e as precisões desejadas, a 
modelagem é concluída. 
 
Dado o alto número de espécies, a amplitude de diâmetro elevada, para se 
obter maior precisão das estimativas de volume comercial e corrigir a 
heteroscedasticidade dos resíduos foi efetuada a estratificação dos volumes 
comerciais em dois estágios seguindo a metodologia descrita por Péllico Netto e 
Behling (2019) e Trautenmüller (2019), sendo: i) a primeira estratificação foi efetuada 
por estrato de diâmetro m , a amplitude para cada estrato de d  foi de 20 cm, 
portanto,  4 estratos, sendo: Estrato 1 < 0,70 m, Estrato 2: 0,70 m  0,90 m, Estrato 
3: 0,90 m  1,10 m e Estrato 4: ≥1,10 m e; ii) o segundo nível de estratificação foi 
efetuada dentro de cada estrato m  de d , o qual consistiu na estratificação por classe 
l  de R̂ , sendo determinada a amplitude total de R̂  dentro de cada estrato m  de d  






C       (65) 
Em que mlC  é o intervalo de classe l 1 4 para cada estrato m 1 4  de d ; ˆ máxmR  é o quociente 
do modelo por razão máximo no estrato m 1 4  de d ; ˆ
mínm
R  é o quociente do modelo por razão 
mínimo no estrato m 1 4  de d . 
 
Para o estudo da capacidade discriminatória das características, a análise 
discriminante, descrita por Anderson (2003), foi utilizar a partir de informações de 
indivíduos conhecidos e sabidamente pertencentes a cada m -ésimo estrato do 
primeiro nível e l -ésima classe do segundo nível. A partir dessas informações são 
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geradas funções de combinações lineares das características avaliadas (Classe de 
altura (CH) (capítulo 2); jd , em centímetros; th , em metros; ch , em metros; diâmetro 
a 0,3 m do solo 0,3 jd , em metros; diâmetro a 2,0 m do solo 2 jd ; espécie; área 
basal do indivíduo jg , em metros quadrados; volume do cilindro em relação a jd  
cilv , em metros cúbicos; diâmetro a 1,3 m do solo em metros d ; jd , em cm, 
elevado ao quadrado multiplicado por 
jc
h (d2hc); e jd , em cm, elevado ao quadrado d2) 
e que tem por finalidade promover a melhor discriminação entre os indivíduos 
(NOGUEIRA et al., 2008), visando a uniformização das variáveis em uma única 
escala, optou-se pela padronização de tais características. 
Para estabelecer a função discriminante de Anderson (2003), foram 
consideradas as populações ml , 1,2,3,4m  e 1,2,3,4l . Para desenvolver o 
classificador é necessário fazer algumas pressuposições para o modelo da função 
discriminante, sendo elas: i) cada população ml  apresenta distribuição normal 





pi  e; iii) As populações apresentam valores iguais de má 
classificação. 
Portanto, considerando que as ml  l -ésima classe do segundo nível 
apresentam distribuição normal multivariada a função discriminante é descrita em Eq. 
(66). 
-1
i i i i ii
1 1D x =- ln Σ - x-μ ' x-μ +ln p ,i=1,2,…,
2 2 ml   (66) 
 
Considerando a igualdade das matrizes de covariâncias, então os 
componentes constantes para todo “i” pode ser retirado e a função discriminante pode 
ser representada como em (67). 
' '
i i i i i
1D x =L x- L μ +ln p
2




i iL =Σ μ       (68) 
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Em que: iD x  é a função discriminante da população “i” do vetor aleatório x ; iΣ  é a matriz de 
covariância da população “i”; x  é o vetor aleatório de características; iμ  é o vetor de médias da 
população “i”; ip  é a probabilidade de ocorrência da população “i”; 1  é a inversa da matriz de 
covariância comum das ml  classes. 
 
A regra de classificação para alocar um indivíduo ‘x’ na análise discriminante 
de Anderson é classificar ‘x’ em ml  se e somente se: 
i m1 m2 m3 m4D x =max D x ,D x ,D x ,D x     (69) 
Em que: 1D xm  é valor da função discriminante da classe 1 da l -ésima classe do segundo nível para 
o vetor de características x ; 2D xm  é valor da função discriminante da classe 2 da l -ésima classe 
do segundo nível para o vetor de características x ; 3D xm  é valor da função discriminante da classe 
3 da l -ésima classe do segundo nível para o vetor de características x ; 4D xm  é valor da função 
discriminante da classe 4 da l -ésima classe do segundo nível para o vetor de características x . 
 
Para comparar os estimadores por razão com os estimadores por regressão, 
foram utilizados o modelo de volume de Schumacher e Hall (1933) (70) ajustado com 
os dados do presente estudo; e a equação desenvolvida pela FUNTAC (1990) (71); 
e, também, o modelo de afilamento de Kernel (capítulo 3 – RKDE). A qualidade dos 
ajustes foi avaliada por meio de análise gráfica dos resíduos, erro padrão da estimativa 
%yxs  (72) e pseudo-coeficiente de determinação 
2r , o qual é dado pelo quadrado 
do coeficiente de correlação linear de Pearson r  (73) entre os valores observados e 
estimados. 
1 2
0ˆ j jc j c iv d h      (70) 
4 1,9570 0,7515ˆ 1,05*10
j jc j c
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    (73) 
Em que: ˆ
jc
v  é o volume comercial estimado do j-ésimo indivíduo, em m³; 0 , 1  e 2  são os 
coeficientes do modelo; 
jd  é  diâmetro a 1,3 m do solo do j-ésimo indivíduo, em centímetros; jch  é a 
altura comercial do j-ésimo indivíduo, em metros; i  é o erro do modelo; %yxs  é o erro padrão da 
estimativa para o volume comercial, em porcentagem; 
jc
v  é o volume comercial observado do j-ésimo 
indivíduo, em m³; n  é o número de observações; p  é o número de parâmetros no modelo; 
jc
v  é a 
média do volume comercial observado, em m³; ˆ
jc
v  é a média do volume comercial estimado, em m³. 
 
Com as estatísticas de qualidade de ajuste satisfatórias, estimou-se o volume 
para o banco de dados de validação e os estimadores foram comparados utilizando 
as estatísticas Viés (74), erro médio absoluto (MAE) (75), erro quadrático médio (MSE) 
(76) e raiz quadrada do erro médio (RMSE) (77), assim como indicado por: Figueiredo-
Filho et al. (1996); Trautenmüller (2019); Péllico Netto e Behling (2019). 
Para a seleção do melhor estimador, foi utilizada a metodologia do valor 
ponderado (78), na qual foi dada a menor nota para a melhor estatística e a maior 
nota para a pior estatística avaliada e o estimador que recebeu a menor soma de VP 
foi considerada a indicada, análise gráfica dos valores estimados com os observados 
















































Em que: VIÉS é o desvio médio entre os valores observados e estimados; mn  é o número de 
observações dentro do m-ésimo estrato de d ; 
jmc
v  é o volume comercial observado do j-ésimo 
indivíduo e dentro do m-ésimo estrato de d , em m³; ˆ c jmy  é o volume comercial estimado do j-ésimo 
indivíduo e dentro do m-ésimo estrato de d , em m³; MAE é o erro médio absoluto; MSE é o erro 
quadrático médio; RMSE é a raiz quadrada do erro médio; VP  é o valor ponderado; imNr  é o número 
de registros na a i-ésima colocação e dentro do m-ésimo estrato de d ; e imP  é o peso da i-ésima 




Com os dados de volume das 476 árvores de espécies comercialmente 
exploradas na Floresta Estadual do Antimary (FEA), estas foram divididas em dois 
grupos sendo denominados Ajuste com 416 observações e Validação com 60 
observações, para os quais se obteve as estatísticas descritivas, que estão 
apresentadas na TABELA 4.1. O erro amostral rE  mais elevado (11,06%) foi 
encontrado para a variável 
cv  no grupo validação, enquanto o cv%  foi de 51,26% 
para a variável 
cv  no grupo ajuste. 
 
TABELA 4.1 - ESTATÍSTICAS DESCRITIVAS DAS VARIÁVEIS cv , d  e th  DE FUSTES CUBADOS 
DE ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA 
BRASILEIRA. 
 Variável n x  s  %cv  2Xs  Xs  %rE  
Ajuste 
3mcv  416 7.4711 3.7136 49,71 0.0332 0.1821 4,02 
d (cm) 416 0.85 0.18 20.68 0.73 0.01 1.67 
ch (m) 416 18,83 4,09 21,74 0,02 0,20 1,76 
Validação 
3mcv  60 7.0032 3.5902 51.26 0.2148 0.4635 11,06 
d (cm) 60 0.86 0.18 20.90 0.26 0.02 4.51 
ch (m) 60 17.62 3.96 22.48 0.15 0.51 4.85 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: x  é média aritmética; s  é desvio padrão; 2Xs é variância da média; Xs  é erro padrão; %rE  é 




Os dados de cv  estão apresentados na FIGURA 4.1, e os gráficos de 
dispersão plotados para os cv , juntamente com uma linha de regressão de Kernel, 
seguindo metodologia descrita por Bi (2000) e López-Martínez et al. (2019). A análise 
gráfica avaliada a partir das informações da TABELA 4.1 facilita o entendimento do 
comportamento dos dados, bem como a presença de pontos duvidosos (“outliers”). A 
variável cv  apresentou distribuição normal de acordo com o teste de Shapiro-Wilk 
0.05p . 
 
FIGURA 4.1 - DISTRIBUIÇÃO DO VOLUME COMERCIAL CUBADO PARA OS GRUPOS DE DADOS 
DE ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA 
BRASILEIRA, EM QUE: A) AJUSTE E B) VALIDAÇÃO DOS INDIVÍDUOS CUBADOS. 
  
FONTE: O autor (2020) 
 
O estimador por razão e sua precisão para o ajuste com os dados sem 
estratificação estão apresentados na TABELA 4.2. Os estimadores com os dados sem 
estratificação apresentaram erro padrão da estimativa elevado e 
heteroscedasticidade, como encontrado no presente trabalho (FIGURA 4.2). 
Adicionalmente, gráficos dos volumes estimados (m³) com os volumes observados 
(m³) (FIGURA 4.3.A) e gráfico quantil-quantil (FIGURA 4.3.B) indicam que o estimador 
é tendencioso e não apresenta normalidade de resíduos. Para superar tais problemas, 
a opção foi a estratificação dos dados e, para isso, foram utilizados dois estágios de 
estratificação, sendo o primeiro em nível de d  1 4m  e o segundo estágio pela 





TABELA 4.2 - ESTIMADOR POR RAZÃO PARA O CONJUNTO DE DADOS DE AJUSTE COM SUA 
PRECISÃO PARA ETIMATIVA DE VOLUME COMERCIAL DE ESPÉCIES COM 
INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
Variável n R̂  cv  mínc
v  
máxc
v  yxs  %yxs  
2r  
cv  416 - 7,4711 1,8090 24,2330 - - - 
ˆcv  416 0,823629 7,3591 2,3122 14,6467 2,077 27,8 0,761 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: n é o número de observações; R̂  é o valor do quociente do estimador por razão para o conjunto 
geral dos dados; cv  é o volume comercial médio da amostra, em m³; míncv é o volume comercial mínimo 
da amostra, em m³; 
máxc
v  é o volume comercial máximo da amostra, em m³; yxs  é o erro padrão da 
estimativa, em m³; %yxs  é o erro padrão da estimativa, em porcentagem; 2r  é a correlação de 
Pearson ao quadrado entre cv  e ˆcv ; cv  é o volume comercial observado, em m³; ˆcv  é o volume comercial 
estimado por razão, em m³. 
 
FIGURA 4.2 - RESÍDUOS PARA VOLUME COMERCIAL OBTIDOS COM ESTIMADOR POR RAZÃO 
PARA VOLUME COMERCIAL DE ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO 
SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA, SENDO A) RESÍDUO EM m³ E B) RESÍDUO 
EM %. 
 





FIGURA 4.3 - COMPARAÇÃO ENTRE OS VALORES ESTIMADOS E OBSERVADOS (A) E GRÁFICO 
QUANTIL-QUANTIL (B) PARA PREDIZER O VOLUME COMERCIAL DE ESPÉCIES 
COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
 
FONTE: O autor (2020) 
 
Para auxiliar na classificação dos grupos no segundo estágio a posteriori, a 
discriminação foi avaliada com o auxílio da análise discriminante de Anderson (2003) 
descrito em (66), cujos resultados estão apresentados na TABELA 4.3. 
 
TABELA 4.3 - COEFICIENTES DE FUNÇÕES DISCRIMINANTES CANÔNICAS PADRONIZADOS 
PARA CLASSIFICAÇÃO NO SEGUNDO ESTÁGIO DE ESTRATIFICAÇÃO DE 
ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA 
BRASILEIRA. 
m var ch dap  th  ch  0,3 jd  2 jd  sp jg  cilv   p 
1 
Can1 1,34 -15,54 1,86 -0,77 0,25 1,78 -0,24 13,43 -0,06 0,251* 0,757 
Can2 1,88 5,20 2,45 -5,75 -0,65 0,58 -0,09 -9,72 7,22 0,652* 0,219 
Can3 2,82 7,65 3,31 4,37 -0,03 0,18 0,08 -7,40 -5,23 0,952ns 0,024 
2 
Can1 0,11 3,87 0,23 -0,42 0,22 1,44 0,06 -4,58 -0,17 0,428* 0,832 
Can2 2,90 -8,23 2,48 0,15 -0,44 -0,50 -0,02 8,05 -0,35 0,833* 0,106 
Can3 0,58 12,23 0,80 -4,74 0,36 -0,43 0,09 -15,07 5,30 0,934ns 0,062 
3 
Can1 -1,28 4,33 -0,96 -2,66 0,04 1,16 0,08 -5,28 2,67 0,507* 0,801 
Can2 -1,69 -18,97 -1,78 3,88 -0,05 -0,45 0,61 22,09 -4,59 0,851ns 0,133 
Can3 2,09 11,48 2,38 -3,82 0,48 -0,57 -0,01 -13,50 4,70 0,947ns 0,066 
4 
Can1 0,37 -1,03 0,46 -5,94 0,30 1,39 -0,25 -3,31 7,17 0,247* 0,792 
Can2 -0,18 3,08 -0,18 6,34 0,78 0,10 -0,02 0,52 -7,71 0,674ns 0,174 
Can3 0,03 -17,44 -0,03 3,69 -0,36 0,17 0,76 19,10 -3,65 0,930ns 0,034 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: m é o estrato do m -ésimo estrato de d ; var é a função discriminante; ch é classe de altura; 
dap  é o diâmetro a 1,3m do solo, em centímetros; th  é a altura total, em metros; ch  é a altura comercial, 
em metros; 
j0,3d é diâmetro a 0,3 m do solo, em metros; 2 jd  é diâmetro a 2,0 m do solo, em metros; 
sp é a espécie; 




a jd , em metros cúbicos;  é o teste de wilks' lambda; ns é não significante à 95% de probabilidade; * 
é significante à 95% de probabilidade; p é a proporção que cada função discriminante explica na 
classificação em função dos autovalores. 
 
A função canônica padronizada 1 foi significante a 95% em todos os estratos, 
ao passo que a função canônica padronizada 2 foi significante a 95% apenas no 
estrato 1 e 2. Por outro lado, a função canônica padronizada 3 não foi significante a 
95% nos estratos. A taxa de acerto foi determinada por meio da matriz de confusão 
(TABELA 4.4), sendo possível observar a maior taxa de acerto no estrato 1 (71,27%), 
enquanto o estrato 3 foi o que resultou no menor acerto (57,42%). 
 
TABELA 4.4 - MATRIZ DE CONFUSÃO PARA AVALIAR A CLASSIFICAÇÃO DO SEGUNDO 
ESTÁGIO DE ESTRATIFICAÇÃO UTILIZANDO ANÁLISE DESCRIMINANTE DE 





1 2 3 4 
1 
1 85,71 (6) 14,29 (1) 0 (0) 0 (0) 7 
71,27 
2 3,33 (1) 73,33 (22) 23,33 (7) 0 (0) 30 
3 0 (0) 20,51 (8) 74,36 (29) 5,13 (2) 39 
4 0 (0) 0 (0) 44,44 (8) 55,56 (10) 18 
pi  0,07447 0,31915 0,41489 0,19149 94 
2 
1 46,43 (13) 53,57 (15) 0 (0) 0 (0) 28 
65,73 
2 5,81 (5) 82,56 (71) 10,47 (9) 1,16 (1) 86 
3 3,64 (2) 41,82 (23) 52,73 (29) 1,82 (1) 55 
4 0 (0) 22,22 (2) 33,33 (3) 44,44 (4) 9 
pi  0,1573 0,48315 0,30899 0,05056 178 
3 
1 37,5 (3) 62,5 (5) 0 (0) 0 (0) 8 
57,42 
2 3,57 (1) 53,57 (15) 35,71 (10) 7,14 (2) 28 
3 2,22 (1) 17,78 (8) 68,89 (31) 11,11 (5) 45 
4 0 (0) 10 (2) 45 (9) 45 (9) 20 
pi  0,07921 0,27723 0,44554 0,19802 101 
4 
1 28,57 (2) 57,14 (4) 14,29 (1) 0 (0) 7 
67,44 
2 0 (0) 75 (9) 25 (3) 0 (0) 12 
3 0 (0) 17,65 (3) 76,47 (13) 5,88 (1) 17 
4 0 (0) 0 (0) 28,57 (2) 71,43 (5) 7 
pi  0,16279 0,27907 0,39535 0,16279 43 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: n é o número de observações do m -ésimo estrato de d  e da l -ésima classe de R̂ ; PC(%) é a 
taxa de acerto para a classificação dentro do m -ésimo estrato de d  e da l -ésima classe; pi  é a 





Com a análise discriminante tida como satisfatória na questão de taxa de 
acerto procedeu-se com o ajuste dos novos estimadores por razão com dois estágios 
de estratificação, os quais estão apresentados na TABELA 4.5, juntamente com os 
coeficientes e qualidade de ajuste do modelo de Schumacher e Hall (1933), ajustado 
aos dados deste trabalho. Esses modelos apresentaram os seus coeficientes 
estimados significativos a uma probabilidade de 95%. 
As estatísticas de precisão demostram uma superioridade para os 
estimadores por razão, visto que o erro padrão da estimativa foi superior em todas os 
estratos m  de diâmetros, tendo o estrato 1 resultado em menor erro % 6.89%yxs , 
para o mesmo estrato o maior erro %26% .97yxs  foi encontrado na equação 
FUNTAC. O estrato 3 apresentou os maiores erros %28% .54yxs comparado com 
outros. O estimador por razão apresentou os melhores valores de 2r , variando de 
0,926 a 0,729. 
 
TABELA 4.5 - ESTIMADORES DE VOLUME COMERCIAL AJUSTADO POR RAZÃO, REGRESSÃO 
NÃO-LINEAR E REGRESSÃO NÃO-PARAMÉTRICA DE ESPÉCIES COM INTERESSE 
COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
(continua) 
Estimador m  l  R̂  b0 b1 b2 yxs  %yxs  2r  
Razão 
1 
1 0,8670 - - - 
0,2807 6,89 0,926 
2 1,0049 - - - 
3 1,0964 - - - 
4 1,2209 - - - 
2 
1 0,6490 - - - 
0,8039 12,40 0,789 
2 0,8614 - - - 
3 1,0260 - - - 
4 1,2712 - - - 
3 
1 0,2264 - - - 
1,4542 15,29 0,729 
2 0,5124 - - - 
3 0,7470 - - - 
4 1,0750 - - - 
4 
1 -0,3924 - - - 
2,0436 14,39 0,774 
2 0,0121 - - - 
3 0,3929 - - - 
4 0,8834 - - - 





TABELA 4.5 - ESTIMADORES DE VOLUME COMERCIAL AJUSTADO POR RAZÃO, REGRESSÃO 
NÃO-LINEAR E REGRESSÃO NÃO-PARAMÉTRICA DE ESPÉCIES COM 
INTERESSE COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
(conclusão) 
 
Estimador m  l  R̂  b0 b1 b2 yxs  %yxs  2r  
Schumacher e 
Hall (1933) 
1 - - 
0,000182 1,7750 0,9161 
0,4009 9,84 0,848 
2 - - 0,8360 12,90 0,774 
3 - - 1,6278 17,11 0,664 
4 - - 3,0056 21,17 0,494 
Geral - 1,3547 18,13 0,867 
FUNTAC (1990) 
1 - - 
0,000105 1,957 0,751 
1,0991 26,97 0,848 
2 - - 1,7194 26,53 0,767 
3 - - 2,3551 24,76 0,661 
4 - - 4,0530 28,54 0,465 
Geral - 2,1038 28,16 0,860 
RKDE 




0,5086 12,48 0,843 
2 - - 0,8574 13,23 0,765 
3 - - 1,7681 18,58 0,675 
4 - - 3,4563 24,34 0,470 
Geral - 1,5057 20,15 0,861 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: m  é o estrato de d ; l  é a classe de R̂ ; R̂  é o quociente do estimador por razão; b0, b1 e b2 
são os coeficientes dos modelos de regressão; yxs  é o erro padrão da estimativa, em m³; %yxs  é o 
erro padrão da estimativa em porcentagem; 2r  é o coeficiente de correlação de Pearson ao quadrado. 
 
A comparação dos resíduos dos estimadores por razão, Schumacher e Hall 





FIGURA 4.4 - RESÍDUOS DAS ESTIMATIVAS DE VOLUME COMERCIAL AOS DADOS DE AJUSTE 





         




LEGENDA: A) Resíduo absoluto (m³) para o estimador por razão. B) Resíduo em porcentagem para o 
estimador por razão. C) Resíduo absoluto (m³) para o modelo de Schumacher e Hall (1933). D) Resíduo 
em porcentagem para o modelo de Schumacher e Hall (1933). E) Resíduo absoluto (m³) para o modelo 
de Schumacher e Hall (1933) apresentado em FUNTAC (1990). F) Resíduo em porcentagem para o 
modelo de Schumacher e Hall (1933) apresentado em FUNTAC (1990); G) Resíduo absoluto (m³) para 
a regressão não-paramétrica de KERNEL (RKDE), apresentada no Capítulo II). I) Resíduo em 
porcentagem para a regressão não-paramétrica de KERNEL (RKDE), apresentada no Capítulo II). 
 
Na FIGURA 4.4.C, FIGURA 4.4.E e FIGURA 4.4.G é perceptível a ocorrência 
de heteroscedasticidade, o que não ocorre na FIGURA 4.4.A. Na FIGURA 4.4.E e 
FIGURA 4.4.F é bem pronunciada a presença de tendenciosidade nas estimativas de 
volume comercial de indivíduos em toda a dispersão dos dados. Para complementar 
a análise gráfica das estimativas dos volumes comerciais, foram plotados os volumes 
comerciais estimados em função dos observados (FIGURA 4.5). 
 
FIGURA 4.5 - COMPARAÇÃO ENTRE OS VALORES ESTIMADOS E OBSERVADOS PARA 
PREDIZER O VOLUME COMERCIAL DE ESPÉCIES COM INTERESSE 
COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
   
   
       
FONTE: O autor (2020) 
LEGENDA: A) Estimador por razão; B) Modelo volumétrico de Schumacher e Hall (1933) ajustado com 
os dados do presente estudo; C) Modelo de volume de Schumacher e Hall (1933) descrito por FUNTAC 





As estimativas por razão (FIGURA 4.5.A) e RKDE (FIGURA 4.5.D) não 
apresentaram tendência, enquanto nas equações de Schumacher e Hall (1933) 
(FIGURA 4.5.B) e FUNTAC (FIGURA 4.5.C) foram perceptíveis as tendências em 
subestimar volumes comerciais maiores. 
Na TABELA 4.6 estão apresentadas as estatísticas de validação para 
comparação entre os estimadores por razão e regressão (paramétrica e não-
paramétrica) para os m -ésimos estratos de d . 
 
TABELA 4.6 - ESTATÍSTICAS DE VALIDAÇÃO OBTIDAS PARA COMPARAÇÃO DOS 
ESTIMADORES POR RAZÃO E REGRESSÃO (PARAMÉTRICA E NÃO-
PARAMÉTRICA) NAS DIFERENTES CLASSES DE DIÂMETRO, PARA O 
VOLUME COMERCIAL DE ESPÉCIES COM INTERESSE COMERCIAL NO 
SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
Estrato Estatística 
Estimador 
Razão Schumacher e Hall (1933) FUNTAC (1990) RKDE 
1 
VIÉS 0.014 (1) 0.119 (2) 1.062 (4) 0.365  (3) 
MAE 0.217 (1) 0.251 (2) 1.062 (4) 0.391 (3) 
MSE 0.074 (1) 0.123 (2) 1.336 (4) 0.258 (3) 
RMSE 0.272 (1) 0.350 (2) 1.156 (4) 0.508 (3) 
VP 4 8 16 12 
2 
VIÉS 0.063 (2) 0.132 (3) 1.291 (4) -0.002 (1) 
MAE 0.505 (1) 0.575 (2) 1.323 (4) 0.638 (3) 
MSE 0.469 (1) 0.545 (2) 2.618 (4) 0.649 (3) 
RMSE 0.685 (1) 0.739 (2) 1.618 (4) 0.805 (3) 
 VP 5 9 16 10 
3 
VIÉS -0.456 (1) -1.017 (3) 0.576 (2) -1.505 (4) 
MAE 1.354 (1) 1.532 (3) 1.432 (2) 1.790 (4) 
MSE 2.148 (1) 3.514 (2) 3.933 (3) 4.376 (4) 
RMSE 1.704 (1) 1.875 (3) 1.713 (2) 2.092 (4) 
 VP 4 11 9 12 
4 
VIÉS -0.082 (1) -0.273 (2) 1.884 (4) -1.875 (3) 
MAE 1.442 (1) 2.011 (2) 2.500 (3) 3.090 (4) 
MSE 3.754 (1) 8.912 (2) 13.468 (4) 11.532 (3) 
RMSE 1.938 (1) 2.985 (2) 3.670 (4) 3.396 (3) 
 VP 4 8 15 13 
FONTE: O autor (2020) 
 
As análises gráficas dos dados de validação estão apresentadas na FIGURA 
4.6, nas quais avaliou-se que a FIGURA 4.6.A e FIGURA 4.6.B não apresentaram 




assim como foi possível avaliar nos gráficos Quantil-Quantil (Quantile-Quantile Plot). 
A FIGURA 4.6.C e FIGURA 4.6.E revelaram tendenciosidade em subestimar os 
maiores volumes. 
 
FIGURA 4.6 - ANÁLISE GRÁFICA DOS RESÍDUOS PARA OS DADOS DE VALIDAÇÃO DE 
ESTIMADORES DO VOLUME COMERCIAL DE ESPÉCIES COM INTERESSE 










FIGURA 4.6 - ANÁLISE GRÁFICA DOS RESÍDUOS PARA OS DADOS DE VALIDAÇÃO DE 
ESTIMADORES DO VOLUME COMERCIAL DE ESPÉCIES COM INTERESSE 
COMERCIAL NO SUDOESTE DA AMAZÔNIA BRASILEIRA. 
(conclusão) 
 
    
FONTE: O autor (2020) 
LEGENDA: A) Relação volume estimado-volume observado no estimador por razão; B) Avaliação da 
normalidade dos resíduos pelo gráfico quantil-quantil no estimador por razão; C) Relação volume 
estimado-volume observado no modelo volumétrico de Schumacher e Hall (1933) ajustado com os 
dados do presente estudo; D) Avaliação da normalidade dos resíduos pelo gráfico quantil-quantil no 
modelo de Schumacher e Hall (1933); E) Relação volume estimado-volume observado no modelo de 
volume de Schumacher e Hall (1933) descrito por FUNTAC (1990); F) Avaliação da normalidade dos 
resíduos pelo gráfico quantil-quantil no modelo da FUNTAC (1990); G) Relação volume estimado-
volume observado na regressão não paramétrica de Kernel (RKDE); H) Avaliação da normalidade dos 




As estatísticas descritivas detalhadas na TABELA 4.1 para as variáveis cv , d  
e ch  asseguram boa representatividade da população, pois, assim como apresentado 
por Cysneiros et al. (2017) e Ter Steege et al. (2019), a floresta tropical Amazônica é 
composta por alta variabilidade de dados, caracterizada pela elevada diversidade 
estrutural e florística (OLIVEIRA; AMARAL, 2004; BASTIN et al., 2018; ANDRADE et 
al., 2019; ESQUIVEL MUELBERT et al., 2019; PAPA et al., 2019). Os erros amostrais 
para o conjunto de dados de ajuste foram inferiores a 6% para todas as variáveis cv , 
d  e ch , porém o erro amostral para a variável cv  do grupo de validação mostrou-se 
elevado 10,70% , enquanto para as variáveis d  e ch  o erro amostral se comportou 
semelhante aos encontrados para os dados de ajuste. Péllico Netto e Brena (1997) 




amostrada  na população, sendo assim, pode-se considerar a amostragem como 
representativa. 
Estima-se que existam aproximadamente 16.000 espécies de árvores em toda 
bacia amazônica (TER STEEGE et al., 2013; GIMENEZ et al., 2017). No entanto, 
existem poucos gêneros botânicos que representam quase metade de todas as 
árvores da Amazônia, como Eschweilera, Protium e Euterpe (OLIVEIRA et al., 2008; 
TER STEEGE et al., 2013; SILVA et al., 2015). As empresas madeireiras da região 
Amazônica exploram apenas alguns gêneros (GIMENEZ et al., 2015, 2017), nas 
estimativas de volume estás empresas acabam generalizando funções de volume 
para a floresta quando tais funções foram ajustadas para um número restrito de 
espécies (HIGUCHI; RAMM, 1985; NOGUEIRA et al., 2008), o que pode acarretar 
elevados erros de estimativas (CYSNEIROS et al., 2017). 
Na literatura existem muitas equações de regressão desenvolvidas e 
ajustadas com a finalidade de gerar estimativas de volume comercial para grupos de 
espécies ( GIMENEZ et al., 2015; VIDAL et al., 2016; WOORTMANN et al., 2018; 
ANDRADE et al., 2019), as quais geralmente apresentam erros padrões da estimativa 
elevados % 20%yxs (TONINI; BORGES, 2015; ROLIM et al., 2006; CYSNEIROS et 
al., 2017), além de apresentarem heteroscedasticidade dos resíduos 
(TRAUTENMÜLLER, 2019), devido a variabilidade dos fatores de forma dos fustes 
das árvores tropicais (LARSON, 1963; SILVA et al., 1994). 
Os estimadores por razão e suas precisões apresentadas na TABELA 4.2 com 
os dados sem estratificação apresentaram tendências nas estimativas (FIGURA 4.2) 
e heteroscedasticidade (FIGURA 4.3). A heteroscedasticidade é um problema muito 
comum na modelagem florestal, especialmente na estimação de volumes 
(PARRESOL, 1993; LÓPEZ-MARTÍNEZ et al., 2019), razão pela qual optou-se por 
estratificar os dados e aplicar novamente o estimador por razão. Os dados foram 
estratificados seguindo a metodologia descrita por Trautenmüller (2019), sendo o 
primeiro nível de estratificação formado pelos estratos de tamanho (Classes de 
diâmetros) e o segundo nível formado pelos grupos de coeficientes por razão (38).  
A análise discriminante aplicada para classificar os indivíduos dentro dos seus 
respectivos grupos no segundo estágio de estratificação foi considerada satisfatória. 
Para todos os estratos m  de d , o teste de Wilks' Lambda  foi significante a 95% 




descrito por Akindele e LeMay (2006) e Cysneiros et al. (2017). Ao comparar o grau 
de discriminação entre os estratos por meio do valor de Wilks' Lambda, os estratos 1, 
2 e 3 0,001  foram superiores ao do estrato 4 0,0056 , indicando maior 
discriminação entre eles, tais resultados demostram que as funções discriminantes 
tem a capacidade de discriminar os valores observados nos grupos. A matriz de 
confusão (TABELA 4.4) expressa a taxa de acerto na classificação dos dados em seus 
respectivos grupos, permitindo concluir que todos os estrados m  de diâmetro 
apresentaram classificação geral superior a 57 % de acerto, valores superiores aos 
apresentados por Phillips et al. (2004); Akindele e LeMay (2006); Cysneiros et al. 
(2017); Trautenmüller (2019), o que assegura prosseguir com os ajustes dos 
estimadores por razão estratificados. 
A modelagem do volume comercial de espécies passíveis de exploração na 
região amazônica brasileira usando-se o estimador por razão mostrou-se promissora. 
Na TABELA 4.5 estão apresentadas as estatísticas de qualidade de ajustes para todos 
os modelos ajustados no presente trabalho, cujas estatísticas revelam ganhos na 
qualidade de ajuste em todos os estratos, apresentando uma amplitude de 
yxs  que vai 
de 6,89% (es=1) a 15,29% (es=3). O pseudo-coeficiente de determinação 2r  
também resultou em valores considerados bons, variando de 0,926 (es=1) a 0,729 
(es=3). Resultados semelhantes foram encontrados por Lynch et al. (2017), utilizando 
modelos por razão para explicar o volume de espécies coníferas do hemisfério norte 
e Péllico Netto e Behling (2020) que utilizaram os estimadores por razão para estimar 
o volume de árvores individuais em plantios de Acacia mearnsii de Wild.. 
Os coeficientes e estatísticas de ajuste dos modelos de regressão estão 
apresentados na TABELA 4.5 e, de maneira geral, o 2r  manteve-se estável variando 
de 0,867a 0,860 . O modelo de Schumacher e Hall (1933) (70) resultou em bons 
ajustes no geral 2 0,867r  e 18,13%yxs , com destaques aos estratos 1 e 2, que 
apresentaram os maiores 2r  2 0,848r  e 2 0,774r  e menores %yxs  9,84%yxs  e 
12,90%yxs  entre  os estimadores de regressão. A função FUNTAC (1990) (71), no 
geral, resultou nas piores estatísticas de qualidade 2 0,860r  e 28,26%yxs , 




2 0,465r , além dos maiores valores de %yxs  24,76%yxs  e 28,54%yxs . Os 
resultados da qualidade de ajuste do modelo de afilamento de Kernel (RKDE), após 
determinado o volume estimado, apresentou valores de 2r  para a estimativa de 
volume considerados bons 2 0,861r  e 20,15%yxs . Os resultados obtidos pelos 
estimadores por razão e regressão são condizentes com os encontrados em outras 
pesquisas (CYSNEIROS et al., 2017; GIMENEZ et al., 2015, 2017; THAINES et al., 
2010). 
A análise gráfica do resíduo (FIGURA 4.4) demonstrou que a estratificação 
dos dados em dois estágios corrigiu a heteroscedasticidade do estimador por razão. 
Os estimadores obtidos por regressão não tiveram o mesmo sucesso, assim como 
mencionado por Parresol (1993); Lu e Zhang (2010); McRoberts et al. (2015); Vibrans 
et al. (2015); López-Martínez et al. (2019), os quais apresentaram os mesmos 
problemas de heteroscedasticidade ao aplicar modelos de regressão não-linear sem 
métodos de ponderação.  
Assim, a escolha da equação que melhor estima os volumes comerciais de 
espécies passiveis de exploração na Floresta Estadual do Antimary (FEA) foi baseada 
nas estatísticas de precisão (TABELA 4.6), gráficos de volume estimado (m³) com 
volume observado (m³) (FIGURA 4.6.A, FIGURA 4.6.C, FIGURA 4.6.E e FIGURA 
4.6.G) e análise dos resíduos por meio do gráfico Quantil-Quantil (FIGURA 4.6.B, 
FIGURA 4.6.D, FIGURA 4.6.F e FIGURA 4.6.H) para os estimadores testados. As 
estatísticas de precisão foram melhores em todos os estratos para o estimador por 
razão, com exceção para o estrato 2 na estatística VIÉS que foi melhor para o 
estimador RKDE. Os gráficos relação volume estimado-volume observado apresentou 
grande tendenciosidade de subestimativa em volumes comerciais >10 m³ (FIGURA 
4.6.C e FIGURA 4.6.E) nos estimadores por regressão nas equações (70) e (71), não 
tendo o mesmo fato ocorrido nos estimadores por Razão e RKDE. Os gráficos Quantil-
Quantil apresentaram contaminação nos resíduos nas extremidades das distribuições 
dos dados, porém o estimador por Razão conseguiu contornar esta situação devido a 
estratificação em dois estágios. Essa contaminação dos resíduos pode ser creditada 
à alta variabilidade dos dados (TABELA 4.1). 
Dentre os quatro estimadores testados, o estimador por razão foi selecionado 
como o melhor para estimar os volumes comerciais de espécies passiveis de 




valores das estatísticas de qualidade de ajuste e as melhores estatísticas de precisão, 




A aplicação do estimador por razão para modelar o volume comercial de 
espécies passíveis de exploração aplicado sem estratificação gerou tendências nas 
estimativas, além de heteroscedasticidade e não normalidade dos resíduos. A 
estratificação dos dados de volume em dois estágios melhorou o desempenho 
estatístico do estimador por razão, corrigindo a heteroscedasticidade e a não 
normalidade dos resíduos. 
A aplicação da análise discriminante com o intuito de classificar as 
observações dentro do segundo estágio de estratificação foi eficiente, demostrando, 
assim, que a aplicação de técnicas multivariadas auxilia no ganho de precisão 
estatística para modelagem do volume comercial de árvores tropicais passiveis de 
exploração. 
A aplicação de estimadores por razão para obter estimativas de volume 
comercial em árvores passiveis de exploração comercialmente na Floresta Estadual 
do Antimary, apresentou bons resultados estatísticos e grande eficiência na estimativa 
de volumes comerciais, contribuindo para o planejamento e execução do manejo 
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5 CONSIDERAÇÕES E RECOMENDAÇÕES FINAIS 
 
Para trabalhos futuros com estimadores biométricos aplicados à região 
Amazônica brasileira, algumas sugestões e recomendações são apresentadas a 
seguir. 
Para a modelagem alométrica da relação altura total e diâmetro, variáveis 
morfométricas (diâmetro de copa, altura de copa, volume de copa, altura comercial, 
proporção de copa e grau de esbeltez) devem ser coletadas para melhorar a precisão 
dos estimadores. A utilização de dados de sensoriamento remoto demostrou-se uma 
ferramenta muito útil e com grande facilidade para coleta de dados, sendo indicada 
sua utilização em novos estudos.  
Para a modelagem do perfil dos fustes, os resultados obtidos mostram que a 
sua aplicabilidade é viável e eficiente, sendo necessário à sua difusão entre os 
manejadores. Algumas técnicas de agrupamento de árvores devem ser aplicadas 
visando aperfeiçoar o estimador. Recomenda-se aplicar uma análise econômica 
utilizando as tabelas de sortimento geradas por meio dos modelos de afilamento. 
Testar outros modelos e outras técnicas estatísticas também se faz necessário visto 
que, são poucos os estudos referentes à temática. 
Para a modelagem do volume, os resultados obtidos mostram que a utilização 
do estimador por razão foi eficiente, sendo ela promissora. Dados de volume total, 
bem com a biomassa por compartimentos e, consequentemente, a biomassa total dos 
indivíduos deve ser coletada em trabalhos futuros. A utilização de dados provenientes 
de sensoriamento remoto (LIDAR, imagens aéreas) podem ser utilizados afim de 
auxiliar na classificação dos indivíduos, visando o aumento da precisão nas 
estimativas. O estimador de razão pode ser testado para a estimativa de volume total, 
biomassa total e por compartimentos e carbono na floresta Amazônica. 
Os estimadores obtidos no presente estudo devem ser aplicados e testados 
em outras regiões da floresta Amazônica, visto que, os dados utilizados para os 
ajustes e calibração dos modelos são provenientes apenas de uma região. Para 
próximos estudos é indicado ajustar os estimadores com um grupo de dados oriundo 
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APÊNDICE 1 – MAPA DE LOCALIZAÇÃO DA FLORESTA ESTADUAL DO 






APÊNDICE 2 – TABELA APRESENTANDO A FREQUÊNCIA E A PROBABILIDADE 
A PRIORI DE CLASSIFICAÇÃO DOS INDIVÍDUOS PARA A 
UTILIZAÇÃO DA ANÁLISE DISCRIMINATE 
Estrato 
(d) 
Classe de quociente de razão 
1 2 3 4 
Freq. p Freq. p Freq. p Freq. p 
1 7 0.0745 28 0.3191 8 0.4149 7 0.1915 
2 30 0.1573 86 0.4831 28 0.3090 12 0.0506 
3 39 0.0792 55 0.2772 45 0.4455 17 0.1980 
4 18 0.1628 9 0.2791 20 0.3953 7 0.1628 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: Freq. é o número de indivíduos que ocorre dentro de cada classe l; p é a probabilidade a priori 
de ocorrência de um indivíduo em determinada classe. 
 
APÊNDICE 3 – FUNÇÕES EM CENTROIDES DE CADA CLASSE PARA 
DETERMINAÇÃO DA CLASSIFICAÇÃO DOS INDIVÍDUOS 
PELO MÉTODO DE ANDERSON (2003).  
Estrato Classe 
Médias canônicas das classes  
Can1 Can2 Can3 
1 
1 3.1314 -1.5615 -0.1521 
2 0.8741 0.6165 0.1921 
3 -0.5416 0.1792 -0.2340 
4 -1.5011 -0.8085 0.2459 
2 
1 1.6589 0.2294 -0.3658 
2 0.2143 0.0114 0.2651 
3 -0.7990 -0.3345 -0.2036 
4 -2.3260 1.2211 -0.1508 
3 
1 1.7502 0.8564 -0.0903 
2 0.6435 -0.2912 0.2537 
3 -0.1834 -0.1149 -0.2408 
4 -1.1883 0.3237 0.2227 
4 
1 1.1457 1.1843 0.1276 
2 1.0564 -0.6358 0.2178 
3 -0.1824 -0.0782 -0.3179 
4 -2.5136 0.0955 0.2711 
FONTE: O autor (2020) 
Em que: Can1, Can2 e Can3 são os centroides para cada função discriminante dentro de cada classe 





APÊNDICE 4 – CÓDIGOS DAS ESPÉCIES UTILIZADAS NA ANÁLISE 
DISCRIMINANTE DE ANDERSON (2003) 
ESP Nome cientifico Nome vernáculo 
1 Apuleia leiocarpa (Vogel) J.F.Macbr. Garapeira 
2 Clarisia Ruiz & Pav. Guariuba 
3 Cedrela odorata L. Cedro rosa 
4 Pseudopiptadenia suaveolens (Miq.) J.W.Grimes Angelim branco 
5 Hymenaea oblongifolia Huber Jutaí 
6 Couratari oblongifolia Ducke & Kunth Tauari 
7 Amburana acreana (Ducke) A.C.Sm. Cerejeira 
8 Manilkara bidentata subsp. surinamensis (Miq.) T.D.Penn. Macaranduba 
9 Aspidosperma vargasii A.DC. Amarelão 
10 Eschweilera coriacea (DC.) S.A.Mori Matamatá-rosa (Castanharana) 
11 Dipteryx odorata (Aubl.) Willd. Cumaru ferro 
12 Qualea tessmannii Mildbr. Catuaba 
13 Barnebydendron riedelii (Tul.) J.H.Kirkbr. Guaribeiro 
14 Platymiscium trinitatis Benth. Violeta 
15 Castilla ulei Warb. Caucho 
16 Terminalia oblonga (Ruiz & Pav.) Steud. Mirindiba 
17 Handroanthus serratifolius (Vahl) S.Grose Ipê-amarelo 
18 Ampelocera ruizii Klotzsch Cinzeiro 
19 Sterculia pruriens (Aubl.) K.Schum. Xixá (Abobrão) 
20 Enterolobium schomburgkii (Benth.) Benth. Fava-orelhinha (Orelhinha) 
21 Pouteria pachyphylla T.D.Penn. Abiurana 
22 Schizolobium parahyba var. amazonicum (Huber ex Ducke) Barneby Bajão (Bandarra) 
23 Ceiba samauma (Mart.) K.Schum. Samauma-vermelha (Preta) 
24 Buchenavia viridiflora Ducke Cuiarana 
25 Astronium lecointei Ducke Maracatiara 
26 Caryocar glabrum (Aubl.) Pers. Piquiarana 
 
APÊNDICE 5 – PROGRAMAÇÕES UTILIZADAS PARA REALIZAR OS AJUSTES 
DOS ESTIMADORES DE AFILAMENTO EM LIGUAGEM SAS 
TITLE 'POLINÔMIO 5°'; 
ods rtf file='D:\Polinomio.doc'; ods graphics on; 
PROC NLIN data=dados; 
PARMS B0=1.1404 B1=-4.3847 B2=23.3104 B3=-61.3508 B4=73.5402 B5=-32.2557; 
MODEL DID=B0+B1*HIH+B2*HIH**2+B3*HIH**3+B4*HIH**4+B5*HIH**5; 
OUTPUT OUT=POLINOMIO; ods output ParameterEstimates=POLINOMIO; 
run; quit; ods rtf close; ods graphics off; 




proc loess data=dados; 
model DID = HIH / ITERATIONS=100 degree=2 DFMETHOD=EXACT INTERP=cubic 






APÊNDICE 6 – PROGRAMAÇÕES UTILIZADAS PARA REALIZAR OS AJUSTES 
DOS ESTIMADORES DE VOLUME EM LIGUAGEM SAS. 
TITLE 'Análise Discriminante de Anderson (2003)'; 
proc candisc data=dados; 
  class R; var CH DAP HT HC D_03m D_2m ESPECIE AGB VCIL DBH D2HC D2; 
BY ES; run; 
 
TITLE 'Ajuste do modelo de Schumacher & Hall (1933)'; 
PROC NLIN data=dados; PARMS B0=0.000105 B1=1.9570 B2=0.7515;  
MODEL VOBS=B0*DAP**B1*HC**B2; run; 
 
TITLE 'Estimativa dos dados de ajuste por meio da função desenvolvida por 
Péllico Netto & Behling (2019) e FUNTAC (1990) aos dados de Ajuste'; 





TITLE 'Gráfico VOBS x Péllico & Behling'; 
ods listing gpath='D:'; 
ods graphics / imagename="titulo" imagefmt=TIFF; 
proc sgplot data=dados noautolegend; 
SCATTER x=vobs y=PELLICO_NETTO / MARKERATTRS = (COLOR=BLACK SIZE=6) 
DATALABELATTRS=(FAMILY="Times" SIZE=12pt) filledoutlinedmarkers  
markerfillattrs=(color=Black) markeroutlineattrs=(color=black 
thickness=2); 
xaxis VALUEATTRS=VALUES = (0 TO 30 BY 3) LABEL = "v obs (m³)"; 
yaxis VALUEATTRS=VALUES = (0 TO 30 BY 3) LABEL = "v est. (m³)"; 
lineparm x=0 y=0 slope=1 / TRANSPARENCY=.5 LINEATTRS=(COLOR=red); 
INSET ("A"=" ") / NOBORDER POSITION=BOTTOMRIGHT; run;quit; 
ods _all_ close; 
 
TITLE 'Q-Q PLOT Péllico Netto & Behling'; 
proc rank data=dados normal=blom out=A2; var DIFF_A2; ranks DIFF_A2_Quant; 
run; 
proc univariate data=dados noprint; var DIFF_A2; 
  output out=Parameters_DIFF_A2 mean=mean_DIFF_A2 std=std_DIFF_A2; 
run; 
proc sql noprint; 
  select Mean_DIFF_A2, Std_DIFF_A2 
  into :Loc_DIFF_A2, :Scale_DIFF_A2 
  from Parameters_DIFF_A2; 
quit; 
ods listing gpath=’D:’; 
ods graphics / imagename="title" imagefmt=TIFF; 
proc sgplot data=A2 noautolegend; 
scatter x=DIFF_A2_Quant y=DIFF_A2; 
xaxis VALUEATTRS=VALUES = (-4 TO 4 BY 1) LABEL = "Normal Quantiles"; 
yaxis VALUEATTRS=VALUES = (-12 TO 12 BY 4) LABEL = "DIFF (m³)"; 
refline 0 / axis=Y TRANSPARENCY=.9 LINEATTRS=(COLOR=Black); 
refline 0 / axis=X TRANSPARENCY=.9 LINEATTRS=(COLOR=Black); 
lineparm x=0 y=&loc_DIFF_A2 slope=&scale_DIFF_A2 / TRANSPARENCY=.5 
LINEATTRS=(COLOR=red); 
INSET ("B"=" ") / NOBORDER POSITION=TOPRIGHT TEXTATTRS=(COLOR=BLACK 
FAMILY="Thorndale AMT" SIZE=16pt STYLE=NORMAL WEIGHT=NORMAL); 
run; 
ods _all_ close;  
